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Eno najznamenitejs$ih zaporedij naravnih Stevil v matematiki je zaporedje Fibonaccijevih
stevil 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ... Kot je znano, je v tem zaporedju vsak
¢len od tretjega naprej vsota predhodnih dveh. Ce torej ozna¢imo n-ti ¢len Fibonaccijevega
zaporedja z F,, velja rekurzivna formula
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pri Cemer je F; = 1 in Fy = 1. V¢asih je ugodno definirati Se Fy = 0 (in rekurzijo uporabiti
zan > 1).

Fibonaccijeva Stevila so v preteklosti velikokrat obravnavali in to z zelo razli¢nih vidikov.
Radovedne ljudi, laike in strokovnjake, so vedno znova fascinirala s svojimi presenetljivimi
pojavljanji v najrazli¢nejsih situacijah in povezavah z drugimi vedami. Proucevali so njihove
aritmeti¢ne in druge lastnosti, od najbolj elementarnih do matemati¢no najbolj kompliciranih.
Vedno znova tudi odkrivajo njihove nove znacilnosti in nove relacije. Razvila se je cela nova
disciplina, fibonaciologija, raziskovanje Fibonaccijevih Stevil. Povejmo le, da izdajajo posebno
revijo, Fibonnaci Quarterly, ki je posve¢ena izkljuéno novim spoznanjem na tem podrodju.

Namen tega sestavka je bolj skromen. Na osnovi nekaterih konkretnih primerov bomo
skusali odkriti matemati¢no strukturo, ki ti¢i za vsem tem in opozoriti na nekatere zanimive
in nenavadne pojave.

1. Zgledi iz narave in vsakdana

V tem razdelku bomo zbrali razliéne pojave v naravi, matematiki in v vsakdanjem zivl-
jenju, kjer se naravno pojavijo Fibonaccijeva Stevila. Nekatere primere bomo obravnavali bolj
obsirno, druge pa zgolj omenili. Zaceli bomo z bolj ali manj znanimi in zanimivimi zgledi iz
narave.

1.1. Zajéji pari. Fibonaccijeva stevila so dokumentirana ve¢ kot 800 let. Leta 2002 je v
svoji knjigi Liber Abaci Leonardo iz Pise, znan tudi kot Fibonacci, objavil znamenito nalogo
o zaj¢jih parih:

Zajcyi par skoti nov zajéj par na koncu vsakega meseca, prvic¢ po dveh mesecih. Koliko
zajéjih parov je na zacetku n-tega meseca (n =1,2,3,...)7

Odgovor se glasi: na zacetku n-tega meseca je natanko F;, zaj¢jih parov. Ce jen > 3, lahko
povemo tudi to, da je med njimi F,,_; odraslih (tj. reproduktivno sposobnih) zaj¢jih parov in
F,,—5 mladih (tj. reproduktivno $e nesposobnih) zaj¢jih parov. Situacijo si lahko predstavimo
z drevesom Zivljenja (slika 1).



Slika 1

1.2. Cebele. Zgodba o zajcih je zanimiva, a se ne zdi preve¢ prepricljiva, ker se ne
ujema z bioloskimi dejstvi. Zato so jo tudi preoblacili v razlicne preobleke. Namesto zajcev
so se ukvarjali z ovcami, kravami itd. Na resni¢no naravno zaporedje Fibonaccijevih stevil pa
naletimo pri ¢ebelah.

Znano je, da ima v nasprotju s ¢ebelami delavkami ¢ebelji samec, trot, samo enega od
starSev, matico. Za rojstvo ne potrebuje oceta, saj se razvije iz neoplojenega jajceca. Zdaj
samo prestejemo, koliko starsev, starih starSev, praprastarsev itd. ima trot. Ce bi zaceli steti
s trotom kot s 1. generacijo in bi bili njegovi starsi 2. generacija, stari starsi 3. generacija itd.,
bi bilo stevilo trotovih prednikov v n-ti generaciji ravno F,, in spet bi imeli za n > 3 od tega
F,—1 matic in F,_s trotov. Situacijo si lahko predstavimo z istim drevesom kot prej (slika 1),
obrnjenim na glavo. Beli krogci zdaj predstavljajo matice, ¢rni pa trote.

Ker gre za drevesasto strukturo, so zaporedje Fibonaccijevih Stevil pogosto predstavljali
z drevesnim deblom, iz katerega poganjajo veje v skladu z znanim pravilom. To ni slucajno.
Cela veja botanike, t.i. filotaksa, se dejansko ukvarja z razporeditvijo in Stevilom listov na
steblu, novih poganjkov, lusk pri ¢eSarku, cvetnih koSaric, semen pri son¢nicah itd. Zadeva je
precej popularna, o njej je v zadnjem cCasu pisal tudi Presek. Dobren del te ureditve je, kot
kaZze, res povezan s Fibonaccijevimi §tevili (t.i. Fibonaccijeva filotaksa), vendar je nestrokovn-
jaku tezko oceniti, v kolik$ni meri je matematika res vpletena v dogajanje. Narava je morda
bolj nepredvidljiva, kot si mislimo. Pa¢ pa je v nekaterih drugih bolj preprostih in preglednih
primerih Fibonaccijeva struktura bolj razvidna.

1.3. Nalezljive bolezni imajo lahko kaj nenavaden potek in razli¢no hitrost Sirjenja.
Prizadenejo lahko veéji ali manjsi delez prebivalstva. Z opisom Sirjenja bolezni, proucevan-
jem statisti¢nih znacilnosti in napovedovanjem nadaljnjega poteka se ukvarja posebna veda,
epidemiologija. Ker toliko razli¢nih dejavnikov vpliva na potek bolezni, je raziskovanje bolezen-
skih epidemij v nasSem realnem svetu zelo tezko. Tu si oglejmo le preprost idealizirani primer.

Denimo, da smo pri okuzbi z neko nalezljivo boleznijo prvi teden sicer Se zdrauvi, vendar
kot prenasalci klic nevarni za okolico, drugi teden smo tudi sami bolni in Se vedno kuzni. Po
dveh tednih pa popolnoma ozdravimo in tudi ne prenasamo vec bolezni naprej. Predpostavimo,
da v vsakem od teh dveh tednov v povpredju okuZimo enega zdravega cloveka. Denimo, da
enaki pogoji veljajo za vsakega okuZenega v veliki homogeni populaciji v nekem mestu. Koliko
okuzenih in koliko bolnih bomo tmeli v povprecju na zacetku m-tega tedna, ce je na zacetku
prisel v mesto le en bolan clovek?



Spet imamo enako strukturo kot prej, isto drevo (slika 1). Beli krogec zdaj pomeni
okuzenega, a ne Se bolnega c¢loveka, ¢rni krogec pa bolnega ¢loveka. Kot lahko zdaj Ze pricaku-
jemo, je torej na zacetku n-tega tedna Stevilo okuzenih enako F;, o, Stevilo bolnih pa Fj,_1,
skupaj torej ravno F,.

1.4. Drugi zgledi. Podobno kot zaj¢je druzine ali nekatere bolezni se razvijajo drugi
sorodni procesi, npr. Sirjenje informacij, sodelovanje v razli¢nih Sportnih dejavnostih, naras¢anje
¢lanstva v nekaterih organizacijah itd. Bralec naj za vajo sam premisli in resi naslednje tipi¢ne
naloge:

(a) Sirjenje govoric: Nekdo lepega dne izve pomembno novico in jo naslednji dan sporoci
enemu od znancev, dan potem Se enemu itd., vsak naslednji dan novemu znancu. Koliko ljudi
pozna novico na zacetku n-tega dne, e vsi ravnajo enako kot prvi? Pri tem predpostavimo, da
nihce me izve novice dvakrat.

(b) Mnozi¢ni tek: Skupina otrok na stadionu sodeluje v tekaskem nastopu z nasledngjimi
pravili: Prvi pretece dva kroga, po vsakem krogu se dotakne enega od cakajocih in ga vzpodbudi,
da zacne tudi sam teci po istih pravilih. Koliko otrok tece v n-tem krogu, c¢e predpostavimo, da
vsi tedejo enako hitro?

(c) Izbiranje novih ¢lanov v akademijo nesmrtnih: Vsak polnopravni clan vsako leto
predlaga svojega kandidata, ki postane naslednje leto dopisni clan, leto kasneje pa redni in ima
zato pravico predlagati novega (dopisnega) clana. Koliko je vseh clanov akademije n-to leto,
ce je bil prvo leto en sam dopisni clan?

2. Matemati¢na struktura

Vidimo, da smo v omenjenih primerih znali presteti, koliko imamo udelezencev na n-tem
koraku in dobili (skoraj) enak rezultat ne glede na razli¢ne formulacije problemov. Zakaj je
to tako? Kaj se lahko nau¢imo iz teh, na videz tako zelo razli¢nih, primerov? Ali imajo poleg
dejstva, da se resitev izraza s Fibonaccijevimi Stevili, Se kaj skupnega?

2.1. Predpostavke. Opazimo, da smo morali v vsakem od obravnavanih primerov pred-
postaviti idealne pogoje, ki se vsaj dolofen ¢as ne spreminjajo (npr. enako ravnanje vseh
udeleZencev). V matematiki vedno delamo z idealizacijami. Npr. v naravi ni niti idealne
tocke, ali premice, niti idealnega trikotnika, vsi izreki ravninske geometrije veljajo le za idealne
like. Prav tako smo vsaj potiho upostevali tudi druge naravne predpostavke (npr. da ni umi-
ranja zaradi bolezni, odhajanja ali prihajanja novih okuZenih v mesto itd.). Brez teh dodatnih
predpostavk ne bi mogli resiti problema. Tudi to ni ni¢ nenavadnega pri uporabi matematike
v realnem svetu oziroma, kot re¢emo, pri modeliranju realnih pojavov. Predpostaviti moramo
dovolj, da se problem poenostavi in ga tako poenostavljenega lahko uzenemo, a spet ne pre-
ve¢, tako da tudi poenostavljeni problem ohrani vse bistvene znacilnosti prvotnega realnega
problema. Ce se matemati¢no formulirani problem oziroma njegova resitev preved oddalji
od realnosti, to samo pomeni, da je nas model slab, ker smo morda pozabili upostevati kaj
bistvenega; morali bi ga spremeniti.



Natancen bralec bo morda ugotovil tudi globje razlike v formuliranju zgoraj navedenih
problemov. Ne gre samo za to, kaksne vrste dejavnost obravnavamo (se pravi, v kaksno
zgodbico je problem preoble¢en in kdo v njej nastopa), ampak tudi kaksna je pri tem vloga
nastopajoc¢ih (trajna ali zac¢asna ali celo samo enkratna). Pri zaj¢jih parih se npr. produkcija
mladih parov nadaljuje nenehno, isti par ostane ves ¢as v igri in je nenehno aktiven pri pro-
dukciji novih parov. V nasprotju s tem, pa se okuZeni z boleznijo ¢ez dva tedna pozdravi in
tudi ni ve¢ prenasalec bolezni. Torej ga pri Stetju okuZenih oziroma bolnih v n-tem tednu ne
moremo vec vzeti v postev. Pri Stetju trotovih prednikov vsak individuum nastopa le enkrat.
Kljub tem razlikam vidimo, da gre v bistvu v vseh teh problemih za isto strukturo. Vedno
npr. nastopata dve vrsti osebkov, ki jih Stejemo (mladi in stari zaj¢ji pari, troti in matice,
okuZeni in bolni itd.). Stanje sistema opiSemo tako, da povemo, koliko je enih in drugih, ne
glede na to, ali se isti individuum pri tem ponavlja, ali pa je vedno drug. V prvem razredu
so tisti, ki na nasednjem koraku prispevajo po enega v vsakem razredu, v drugem pa tisti, ki
naslednji¢ dajo le enega v prvem razredu. Stari zaj¢ji par prispeva en mladi (novi) par in en
stari par (sebe), mladi par pa le preide v starega. Pri Sirjenju bolezni ustrezajo prvemu razredu
okuZene osebe, ki v naslednjem koraku prispevajo enega (novega) okuZenega in enega bolnega
(sebe), bolna oseba pa producira le Se enega (novega) okuzenega. Podobno lahko razlozimo
oba razreda tudi v drugih primerih.

2.2. Abstrakcija. Matematika je veda o prepoznavanju vzorcev. Pod pojmom vzorec
ne razumemo zgolj geometrijski ornament, pa¢ pa vsako pravilnost oziroma zakonitost, ki jo
opazimo pri naravnih ali umetnih pojavih, tudi v drugih vedah. Zato je matematika idealna
za strukturno obravnavo vseh mogoc¢ih pojavov. Razliénim pojavom iS¢e skupno bistvo in
jih, ko ga najde, obravnava na isti na¢in. ! To ji uspe tako, da zanemari nekatere razlike in
se osredotodi na lastnosti, ki so skupne vsem obravnavanim pojavom. Pogosto se obravnava
reducira le na en njihov vidik. Refemo, da matematik reSuje problem skozi proces abstrakcije,
ki ga lahko opazimo in uporabimo tudi v zvezi s Fibonaccijevimi Stevili.

Pri dosedanjih zgledih (zaj¢ji pari, ¢ebele, Sirjenje bolezni) je torej dobro pozabiti na poseb-
nosti oziroma na vsakokraten kontekst problema (tj. na konkretno zgodbico). Pomebna je le
ista struktura. Z abstrakcijo nadaljujemo tako, da pojav opazujemo zgolj shemati¢no, npr.
z opazovanjem drevesa (slika 1). Tako lazje opazimo pravilnost. Namesto zajcev, ¢ebel, bol-
nikov itd. imamo samo bele in ¢rne krogce. Na vsakem koraku se vsak beli krogec razcepi v
dva, belega in ¢rnega, vsak ¢rni krogec pa spremeni v belega. Lahko bi rekli, da bel krogec
v naslednji generaciji nadomestimo z belim in ¢rnim, ¢rnega pa z belim. Simboli¢no gre torej
za transformaciji: B — BC in C' — B, kjer smo beli krogec oznacili s ¢rko B in ¢rnega s ¢rko C.

2.3. Fibonaccijevo zaporedje. Namesto drevesa, ki je sicer zelo nazorna predstavitev
pojava, zavzame pa veliko prostora, bi lahko strukturo enakovredno zapisali linearno v obliki
neskon¢nega zaporedja, sestavljenega iz simbolov B in C' (z navpi¢nimi ¢rtami med seboj
lo¢imo razli¢ne generacije):

C|B|BC|BCB|BCBBC|BCBBCBCB|BCBBCBCBBCBBC|... (1)

Kaj vidimo? Najprej to, da nastopata le simbola B in C in, nadalje, da nikoli nimamo
zaporedoma dveh simbolov C ali treh simbolov B. V n-ti skupini je natanko F}, simbolov in

1V nasprotju z umetnostjo, ki istemu pojavu daje razli¢na imena (pomislimo samo, na koliko na¢inov pesniki
opisujejo npr. ljubezen).



sicer F,,_1 simbolov B ter F,,_s simbolov C| ¢e je le n > 3. Ce e malo bolj pozorno pogledamo,
opazimo nekaks$no ponavljanje delnih zaporedij, npr. v vsaki novi skupini od druge dalje se
najprej ponovi prejsSnja skupina, nato pa se ji enostavno prikljuci Se predzadnja skupina.

Uporabna je Se ena interpretacija. Vidimo, da se vsaka skupina razen prve za¢ne z B, zato
na zacetku zaporedja umetno dodajmo Se en B. Tako namesto (1) dobimo zaporedje

B|C|B|BC|BCB|BCBBC|BCBBCBCB|BCBBCBCBBCBBC)... (2)

Potem je vsaka nova skupina ponovitev zacetnega odseka zaporedja do konca predzadnje
skupine. Zaporedje se tako samo generira s ponovitvijo veéjega dela doslej znanega zaporedja.
Gre za samoreproduktivno lastnost oziroma za samopodobnost, ki pa ni periodi¢na. Taki
strukturi re¢emo (enorazsezni) kvazikristal. Nanj naletimo v zelo razli¢nih situacijah, kasneje
ga bomo Se srecali. Imenovali ga bomo Fibonaccijevo zaporedje s simboloma B in C' ter oz-
nacili z F(B,C). Nekateri zaporedje (1) ali (2) imenujejo tudi zlato zaporedje ali neskonéno
Fibonaccijevo besedo.

2.4. Matrike. Poudariti je treba, da se ti dve spremembi od generacije do generacije
zgodita hkrati, torej bi bilo bolje pisati v obliki ene (vektorske) transformacije (B,C) —
(BC, B). Naj pomeni b stevilo simbolov B v neki skupini in ¢ stevilo simbolov C. Steviléno
stanje v tej skupini (ne pa njena struktura) je potem povsem dolo¢ena s parom (b, ¢), ki torej
natanc¢no opisuje stanje sistema. V naslednji generaciji vsak B prispeva en B in en C, vsak C
pa en B (in nobenega C), torej je novo Stevilsko stanje dano s parom (b+ ¢, b). Transformacija
(b,¢) — (b + ¢,b) mo¢no spominja na prejsnjo (B,C) — (BC, B), le da zdaj na prvem mestu
seStejemo obe prej$nji komponenti, namesto da bi jih preprosto staknili skupaj kot prej.

Matematiki so izumili pripraven nacin, kako zapisovati te spremembe oziroma, kako jih
racunati. Pare zapiSejo v stolpce, npr.

.

transformacije pa v matriko: .
11

=1

(to je t.i. Fibonaccijeva matrika) in uporabijo matri¢no mnoZenje za spremembo Stevilskega

stana Crel= o)

To se zgodi na vsakem koraku, tako da imamo po n > 1 korakih, ¢e za¢nemo z zacetnim

stanjem (1,0) i
il o]

Vidimo, da je stanje doloceno z zaporednima Fibonaccijevima Steviloma. Prav tako je ma-
tricna potenca F™ je sestavljena iz zaporednih Fibonaccijevih Stevil:

111" F, F,
F" = =t } 3
o) =R R ®



Opomba (za tiste, ki poznajo dovolj linearne algebre): Znano je, da je determinanta
produkta (potence) enaka produktu (potenci) determinant. Odtod brez truda dobimo t.i
Cassinijevo identiteto Fy,_1 Fp, .1 —F2 = (—1)". Se bolj preprosto dobimo iz (3) zaradi matricne
identitete F™t" = FMEF"™ = F"F™ zvezo Fyin = Fini1Fy + FpFy_1, ki velja za poljubna m
in n. Seveda lahko tu vlogo m in n tudi zamenjamo. To je t.i. adicijska lastnost Fibonaccijevih
Stevil.

Fibonaccijevi matriki F' lahko brez tezav izracunamo tudi lastne vrednosti. Iz karakter-
isti¢ne enaébe A> — A — 1 = 0 dobimo eno lastno vrednost 7 = (1 + v/5)/2 in drugo —1/7.
Opazimo, da je T razmerje zlatega reza.

3. Fibonaccijeve stopnice

V zvezi s Fibonaccijevim zaporedjem (1) so zanimive razli¢ne geometrijske konstrukcije, ki
nam strukturo zaporedja napravijo bolj nazorno.

3.1. Konstrukcija. Fibonaccijeve stopnice si lahko predstavimo v koordinatnem sistemu
na naslednji na¢in. Zacnejo se v koordinatnem izhodis¢u (0,0), zacetni, 0-ti korak na pravimo
v vodoravni smeri: korak v desno, tako da pridemo do zacetne tocke zy = (1,0). Odslej sledimo
Fibonaccijevemu zaporedju, pri ¢emer naj pomeni C korak navzgor in B korak v desno (glej
sliko 2).
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Slika 2

Vse stopnice so enako visoke, nekatere med njimi pa so dvakrat bolj Siroke oziroma dolge.
Posebej oznacimo tocke, do katerih pridemo na koncu vsake skupine korakov. Tako je npr.
z1 = (1,1), 29 = (2,1), z3 = (3,2) itd. Vidimo, da dobimo pare zaporednih Fibonaccijevih
stevil. Na koncu n-te skupine smo v tocki z, = (Fj,4+1,F)), saj smo morali napraviti F, ;1
korakov v vodoravni in F;, korakov v navpi¢ni smeri, skupaj torej Fj, 1o pomikov za eno enoto.
Lahko bi presteli tudi samo §tevilo korakov v n-ti skupini (od tocke z,_1 do tocke z, (Fj—1
korakov desno in F,,_o korakov navzgor, skupaj ravno F,). Stevilo vseh stopnic do vklju¢no
stopnice, na kateri lezi tocka z, (kolikorkrat moramo dvigniti nogo), je torej ravno F,. Ce je



n > 2 je od tega dolgih stopnic F,,_1 in kratkih F,,_5. Bralec se lahko sam prepric¢a o tem.
Zaporedje dolgih in kratkih stopnic tudi sledi znanemu vzorcu F(D, K) (¢e odmislimo osnovno
kratko podnoZje stopnic) D|K|D|DK|DKD|DKDDK]|...

Opomba. Stopnice lahko realiziramo tudi s t.i. kompleksnimi Fibonaccijevimi Stevili. To
so (kompleksna) stevila z,, n = 1,2, 3, ..., ki zadoS¢ajo isti rekuzivni formuli, zacetek zaporedja
pa je z_1 = i (imaginarna enota) in zp = 1. Sledijo tocke 23 = 1414, 20 = 2+, 23 =3+ 2i
itd.

3.2. Povprecéna strmina stopnic. Lahko jo izra¢unamo na razli¢ne nacine. Najbolj
preprosto jo dobimo tako, da najprej dolo¢imo strmino premice skozi koordinatno izhodiscée in
tocko z,, torej k, = F,,/F,+1. Znano je, da v limiti velja k = lim,,_, o0 ky, = limy, o0 fro/Frt1 =
1/7, kjer je 7 = (1 + +/5)/2 razmerje zlatega reza.

Narigimo si premico y = z/7, ki ustreza strmini stopnic. Ker je 7 iracionalno $tevilo, ta
premica, razen skozi koordinatno izhodis¢e (0,0) ne poteka skozi nobeno celostevilsko toc¢ko
(i,7), i,j € Z. Vendar lahko z njo spet rekonstruiramo Fibonaccijeve stopnice na naslednji
nac¢in. Najprej okrog vsake celostevilske tocke (i,j) o¢rtamo kvadrat s srediséem v tocki
(¢,7) in stranico 1. V koordinatni ravnini tako dobimo mrezo kvadratov s stranico 1, ki jih
dolo¢ajo navpicne in vodoravne premice z =i+ 1/2, y = j + 1/2, i,j € Z. Oznafimo (npr.
potemnimo samo tiste kvadrate v prvem kvadrantu, ki jih premica y = x/7 seka. Ko se
pomikamo vzdolZ premice v smeri naras¢ajoSega x (oziroma y), potujemo iz enega osencenega
kvadrata v sosednjega. Smer gibanja po premici nam enoli¢no dolo¢a zaporedje kvadratov,
skozi katere poteka premica. Povezimo med seboj sredis¢a teh kvadratov, pa so pred nami
spet Fibonaccijeve stopnice (glej sliko 3).
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Slika 3

Projicirajmo pravokotno sredis¢e vsakega oznacenega kvadrata (tj. vogal vsake stopnice
in sredino vsake dolge stopnice) pravokotno na premico y = x/7. Dobljeno tocko (krogec)
pobarvajmo belo (B) ali ¢rno (C'), glede na to, ali smo projicirali navzgor (tj. sredisce je
lezalo pod premico) ali navzdol (sredisce je lezalo nad premico). Vidimo, da si vzdolZ premice



sledijo beli in ¢rni krogci v zaporedju BCBBCBCBBCBBC..., ki ga ze poznamo. Oglejmo
si e razdalje med temi projekcijami; vidimo, da so samo dveh razli¢nih dolzin: dolge (D),

kadar smo projicirali vodoravno daljico, in kratke (K'), kadar smo projicirali navpi¢no. Tudi
to zaporedje sledi istemu vzorcu: DKDDKDKDDKDDK...

3.3. Stevilo kock za stopnice. Vprasajmo se, koliko enakih kock (kvadratov) s stranico 1
potrebujemo, da sezidamo Fibonaccijeve stopnice do nekega nivoja. To zna biti kar zapleteno
vprasanje. SkuSajmo potrebne kvadrate seStevati po stolpcih. Najprej 1, pa Se 1, nato 2,
potem dvakrat po 3, dvakrat po 4, enkrat 5, dvakrat po 6 itd. (glej sliko 2). Rezultat zapisimo
v naslednjo tabelo (spet po skupinah do tocke z,):

Skupina SO ‘ Sl ‘ SQ’ 53‘ S4 ‘ S5 ‘ SG
n 0] 1| 2113 4| 5 6 7] 8 9 10 11 12 | 13
Pn 0] 1] 1]2 3| 3 4 4] 5 6 6 7 8| 8
n 0] 1] 2] 4 7 | 10 14 18 | 23 29 35 42 50 | 58

Tabela 1

Zaporedje p, v drugi vrstici tabele pomeni Stevilo kvadratov potrebnih za posamezno (tj.
n-to) stopnico. Tudi to zaporedje ima samoreproduktivno lastnost (na vsakem nivoju se stop-
nice ponovno gradijo po vzorcu z zacetka): Elemente skupine S,, dobimo tako, da $tevilu F,
pristejemo zaporedoma vsa Stevila od zacetka do konca skupine S,,_s. Npr. v peti skupini
S5 imamo, F5 = 5 in zato elemente 5 + 0 = 5,5 + 1 =6, 5+1 = 6, 5+2 = 7 in 5+3 = 8.
Nasploh je prvi element v skupini \S,, (na mestu F, 1) enak F,,, vseh elementov v skupini pa je
F,,. Opazimo tudi, da se razlike v zaporedju p,, ravnajo po pravilu 1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0
itd., se pravi po pravilu F'(1,0). Zaporedje g, v zadnji vrstici tabele pa je kumulativna vsota
zaporedja py, torej gn = > 1y Dk-

Ce nas zanima samo Stevilo kock, potrebnih za zgraditev stopnic do tocke z, oziroma do
konca skupine S,,_1, moramo izrac¢unati vrednost s,_1; = qp,—1 = Zfl;l pr. Prepricamo se
lahko, da je formula za vsoto

n—1 n
2 2
Sn1=3 Fuj-F; =) F, ;- F}.
j=1 7=0

Dobimo jo tudi s slike 4, ko Stejemo, koliko kvadratov Fibonaccijevih Stevil lahko sprav-
imo pod Fibonaccijeve stopnice. Zaporedoma dobivamo Stevila sg = 0, s1 = 1, s9 = 2,
s3 =17, s4 =18, s5 = 50 itd.

Naloga: Ali obstaja eksplicitna (kratka) formula za s,_17

Odgovor je pozitiven. Velja namre¢
Sp—1 = Fn—l(Fn+2 - 1)/2

To najlaze vidimo tako, da upostevamo vzvratno (palindromsko) simetrijo Fibonaccijevih stop-
nic od zacetka do ene stopnice pred tocko z,, se pravi do tocke (F,,+1 — 1, F,, — 1). Najprej



izratunamo qp, o = (F, —1)(F,4+1 —1)/2 in temu pristejemo izmeni¢no F), ali F,, —1, odvisno
od tega, ali je n sodo ali liho Stevilo. Nazadnje upostevamo Se Cassinijevo identiteto.

Zanimivo je tudi samo zaporedje pozicij, kjer se pojavijo ozke stopnice (oziroma kjer se v
zgornji tabeli tevilo ne ponovi):

(0),3,8,11,16,21, 24,29, 32, 37,42, 45, 50, 55, ... (4)
in seveda visina stopnice (vrednost spodnjega zaporedja v tabeli 1), kadar so stopnice ozke:
(0),2,5,7,10,13, 15,18, 20, 23, 26, 28, 31, 34, ... (5)

Zaporedji razlik sta: (3), 5, 3,5,5,3,5,3,5,5,3,5,5...1in (2), 3,2, 3, 3, 2, 3, 2, 3, 3, 2,
3, 3, ..., torej spet zaporedji oblike (1), F(5,3) in F(3,2).

4. Igra z damo.

Kvadratno polje nad drugim delom dolge Fibonaccijeve stopnice ima poseben strateski
pomen v neki igri z damo na Sahovski deski, ki je povezana z znamenito Wythoffovo igro Nim
(glej [2]). Najprej na kratko opisimo igro.

4.1. Formulacija igre. Celostevilsko mrezo kvadratov v prvem kvadrantu opazujmo kot
neskon¢no Sahovsko desko, kjer vrste in stolpce oznacimo z 0,1,2,3,...

Damo postavimo na katerokoli polje v prvem kvadrantu razen polja (0,0). Dowvoljene so
poteze dame v levo, navzdol in po diagonali posSevno navzdol. Igralca tzmenoma premikata
damo; zmaga tisti, ki jo prvi spravi na polje (0,0).

Kaksna je strategija posameznega igralca pri tej igri? Analizirajmo igro retrogradno. Ce je
dama na osnovni vrsti 0, stolpcu 0 ali na diagonali, zmaga igralec, ki je na potezi. Najprepro-
stejsi poziciji, kjer mu to ni mogoce v eni potezi, sta polozaja (2,1) in (1,2). Ker mora igralec,
ki je na potezi, obvezno premakniti damo, premakne pa jo lahko samo na polozaj, iz katerega
polozaj, iz katerega nasprotnik ne more zmagati v eni potezi, ob pravilni igri nasprotnika pa
niti v ve¢ potezah, je polozaj (5,3) ali (3,5). Iz njega je moZno premakniti damo le na pozicijo,
iz katere je mozno takoj zmagati, ali pa premakniti damo v nizji varni polozaj (2,1) oziroma
(1,2) (glej sliko 4).



w |~

v

2 5 7 10

Slika 4

Opazimo, da so varni polozaji za igralca, ki ni na potezi razporejeni sicer simetri¢no glede
na glavno diagonalo (simetralo prvega kvadranta), vendar dokaj neurejeno. PoloZaje pod
diagonalo so doloceni s pari (2,1), (5,3), (7,4), (10,6), (13,8) itd. Ce jih primerjamo s Fibonac-
cijevimi stopnicami, vidimo, da so locirani nad zadnjim delom vsake dolge stopnice. Igralec
na potezi mora torej vedno premakniti damo na varni polozaj. To je mogoce iz vsake startne
pozicije. Potem zmaga, ne glede na to, katero potezo potegne nasprotnik.

4.2. Zveza z Wythoffovo igro Nim. Preden nadaljujemo, povejmo, da je igra z damo
enakovredna skoraj sto let stari Wythoffovi igri Nim, pri kateri igralca izmeni¢no z dveh kupov
kamenckov (fizol¢kov, Zetonov) odstranjujeta kamencke po pravilu: poljubno $tevilo iz enega
ali drugega (kar ustreza poljubnemu vodoravnemu ali navpi¢nemu premiku dame) ali z obeh
kupov enako (kar ustreza premiku dame po diagonali). Zmaga tisti, ki prvi odstrani vse ka-
mencke. Na zacetku je npr. na prvem kupu ¢ kamenckov, na drugem pa j kamenckov (kar
ustreza zacetnemu polozaju dame (i, 7)).

4.3 Zaporedje varnih polozajev. Zapisimo pare, ki dolo¢ajo varne polozaje v tabelo

n 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
zn 2 5 7 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44 47 49
Yy 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21 22 24 25 27 29 30

Tabela 2

Zaporedje xz,, v tabeli 2 imenujemo zgornje, y, pa spodnje Wythoffovo zaporedje.

Hitro vidimo, da je x, = y, + n. Z nekoliko ve¢ truda ugotovimo, da je y, = [n7]
in , = [n7?], kar je eksplicitna formula za zgornji zaporedji. Ker je 72 = 7 + 1, je tudi
razumljivo, da je z, = [n7%] = [nT +n] = [n7] + n =y, +n.
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Opazimo, da v tabeli 2 nastopa vsako naravno Stevilo n > 1 natanko enkrat v eni od
spodnjih dveh vrstic (oziroma v mnoZici vseh varnih parov). Torej pomenita zaporedji (z,,) in
(yn), n > 1, nekaksno porazdelitev mnoZice naravnih Stevil v dve podmnozici. Re¢emo, da sta
zaporedji (x,,) in (y,) komplementarni. Pri tvorbi obeh zaporedij jemljemo naravna $tevila po
vrsti: 1 zapiSemo v drugo zaporedje, 2 v prvo zaporedje, nato pa jih izmeni¢no zapisujemo v
drugo zaporedje in v prvo zaporedje v skladu s pravilom F'(2,1), tj. dva zaporedna v drugo,
nato eno v prvo, eno v drugo, eno v prvo, dve zaporedni v drugo itd.

Zadnja lastnost zaporedij (z,) in (y,) ni tako redka, kot bi si morda mislili. Sledi iz splone
zakonitosti: ¢e je a > 1 poljubno iracionalno stevilo in je 1/a + 1/4 = 1, sta zaporedji ([na])

in ([nB]) komplementarni (glej [3] ali [4]). Pri nas je « = 7 in 3 = 72.

Zacletni varni pari so zapisani v tabeli 2. Opazimo, da so varni vsi pari zaporednih Fi-
bonaccijevih Stevil oblike (Fby, 41, Foy), n > 1, npr. (2,1), (5,3), (13,8) itd. Prvi varni par, ki
ni sestavljen iz Fibonaccijevih §tevil je par (7,4). Tu sta komponenti iz Lucasovega zaporedja

3,4,7, ... in hitro vidimo, da so varni tudi vsi nadaljni pari zaporednih Lucasovih Stevil oblike
(Lop+1, Lop) zan > 1. Naslednji par, ki ni niti Fibonaccijev niti Lucasov je par (10,6), ki tudi
generira celo zaporedje varnih parov (26,16), (68,42), ... Zaletne ¢lene teh "varnihZaporedij

imenujemo primitivni pari. Primitivni pari v tabeli 2 imajo pozicijske stevilke 1,3,4,6,8,9,11,...,
kar spet predstavlja zaporedje (yy,).

Kako direktno ugotovimo, ¢e je par (m,n) varen, ne da bi morali sestaviti celotno tabelo
do tega para? Odgovor na to vpraSanje bomo nasli v razdelku 6.

5. Konstrukcija standardnih zaporedij

Doslej smo spoznali nekaj podzaporedij naravnih Stevil (z dodatkom $tevila 0), ki so v
zvezi s Fibonaccijevim zaporedjem f,,, dolo¢enim s pravilom F(1,0), oziroma Fibonaccijevimi
stopnicami, npr. zaporedje (p,) naravnih Stevil s ponavljanjem, zgornje in spodnje Wythoffovo
zaporedje (z,) in (y,). Ta in s tem povezana zaporedja imenujemo standardna zaporedja.
ZapiSimo jih v tabelo v nekoliko druga¢nem vrstnem redu

fp 20 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 O 1 0 1 1 0 1
p, 11 2 3 3 4 4 5 6 6 7 8 9 10 11 11 12
n 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
v, 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21 22 24 25 27 29 30
Tp 2 5 7 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44 47 49
t, 3 8 11 16 21 24 29 32 37 42 45 50 55 58 63 66 71 76 79

Tabela 3

Zadnje zaporedje t,, je zaporedje (4), ki dolo¢a polozaje, pri katerih so Fibonaccijeve stop-
nice ozke oziroma dolge le en korak.

5.1. Zveza med standardnimi zaporedji. Prepri¢ajmo se, da so ta zaporedja med

seboj povezana na razli¢ne zanimive nacine. Opazimo npr., da je kumulativno zaporedje za
zaporedje f, ravno zaporedje p,, ki dolo¢a Fibonaccijeve stopnice. Vsa nadaljnja zaporedja so
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podzaporedja zaporedja p,, dolo¢ena z zaporedjem (f,,) oziroma s pravilom F'(1,0) na nasled-
nji na¢in. Najprej opazimo, da je (y,) zaporedje polozajev, kjer so v zaporedju (f,) enke,
(z,,) pa zaporedje tistih polozajev, kjer so v (f,) ni¢le. Na teh mestih so v zaporedju (p,)
ravno ¢leni zaporedja (n) oziroma ¢leni zaporedja (yy), torej je py, = nin py, = yn, za vsak n.
Nadalje npr. velja y,, = t, itd. Zanimiva so diferencna zaporedja teh zaporedij. Prav tako
hitro vidimo, da velja npr. p,—1 4+ n =Yn, Yn + 1 = Tp, Tp + Yn = t, itd.

5.2. Dvojno Wythoffovo zaporedje. Varne pare iz razdelka 4 lahko razporedimo Se
1 _

na drug nacin, v dvorazsezno tabelo. Definirajmo rekurzivno naslednja zaporedja: wy’' =

n—14y,, w7(7,2) = Yn + w7(11) ter wgﬁl) = w%k) + w%kil) za k > 2 in za vsak n = 1,2,3, ...

Dobimo t.i. dvojno Wythoffovo zaporedje:

n—1 y, | wﬁll) w%z) wgg) wg) wg) wa’ wg) wgg) w%g)
0 1 | 1 2 3 ) 8 13 21 34 59
1 3 | 4 7 11 18 29 o7 86 143 229
2 4 | 6 10 16 26 42 68 110 178 288
3 6 | 9 15 24 39 63 102 165 267 432
4 8 | 12 20 32 52 84 136 220 356 576
5 9 | 14 23 37 60 97 157 254 411 665
6 11 | 17 28 45 73 118 191 309 500 809
7 12 | 19 31 50 81 131 212 343 555 898
8 14 | 22 36 98 94 152 246 398 644 1042
9 16 | 25 41 66 107 173 280 453 733 1186

10 17 | 27 44 71 115 186 301 487 788 1275

Tabela 4

To dvojno zaporedje ima zanimive lastnosti (glej npr. [1]):

Prva vrstica je zaporedje Fibonaccijevih $tevil, druga Lucasovih stevil.

Vsaka vrstica zados¢a Fibonaccijevi rekurziji.

Prvi element desno od értice je najmanjse naravno Stevilo, ki ni zajeto v prejsnjih vrsticah.
Vsako naravno $tevilo se pojavi natanko enkrat (desno od navpicne crte).

Stevila v vsaki vrstici ali stolpcu monotono narascajo.

Cleni v katerihkoli dveh vrsticah med seboj alternirajo.

7. Vsako zaporedje posplosenih Fibonaccijevih Stevil, ki so od nekje dalje pozitivna, se pojav-
ijo v neki vrstici.

8. V tabeli so zapisani vsi varni pari. V vsaki vrstici sta prvi dve Stevili primitiven par, sledijo
pa (po dva in dva) iz njega izpeljani pari.

SR

6. Fibonaccijeva binarna notacija

Znano je, da lahko vsako naravno Stevilo zapiSemo kot vsoto razli¢nih Fibonaccijevih $tevil
F,, in to celo na ve¢ nacinov, tudi ée vedno uporabljamo padajoci vrstni red, npr. 1 = F; = Fb,
2= =FRKh+FN,3=F=F+FKh=FK+F,4=F+F=F+F =F+ F,+ F,
S=F=F+h+FR=FN+F6=FK+Fh=F+FN=F+F+F=F+F+F,
T=F+Fs=F+F+F =F+F;+ F+ Fitd.
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6.1. Fibonaccijeva binarna notacija. Ce mnozico Fibonaccijevih $tevil izberemo za
bazo in zapisujemo le koeficiente pri ustreznih Fibonaccijevih Stevilih (uporabljajo¢ mestni
sistem, tako kot v decimalnem zapisu), lahko za zafetna naravna Stevila tako kot zgoraj
uporabljamo naslednjo Fibonaccijevo notacijo: 1 =1 = 10, 2 = 100 = 11, 3 = 1000 = 110 =
101, 4 = 1010 = 1001 = 111, 5 = 10000 = 1011 = 1100, 6 = 10010 = 10001 = 1110 = 1101, 7
= 10100 = 10011 = 1111, itd. Take zapise naravnih §tevil bomo na kratko imenovali binarne
Fibonaccijeve besede.

Nerodno je to, da predstavitev Stevila v tej notaciji ni enoli¢na. Nekoliko zadevo poenos-
tavimo, ¢e zahtevamo, da v zapisu ni zaporednih Fibonaccijevih stevil, npr. le 5 = 10000, ne
pa 5 = 1011 ali 5 = 1100. Dobimo binarne besede (kon¢na binarna zaporedja), sestavljene iz
§tevk 0 in 1 (z enko na prvem mestu), kjer dve enki ne stojita skupaj. To so t.i. Fibonaccijeve
kocke, ki so zelo uporabne v teoreti¢nem ra¢unalnistvu. Tako notacijo bomo imenovali notacija
s Fibonaccijevimi kockami ali na kratko FK-notacija. Na Zalost tudi ta notacija ni povsem
enoli¢na. Isto Stevilo npr. dobimo, ¢e v besedi, ki se konc¢a z 10, to kon¢no desetico zamenjamo
z 01, ali ¢e v besedi, ki se kon¢a na 1000, to kon¢no tiso¢ico zamenjamo z 0101. Natancneje:
FK-notacija kodira ravno zaporedje p,. Od prej vemo, da je p, = n + y,. Vidimo, da imajo
Stevila iz x,, en sam FK - zapis, Stevila iz y,, pa dva FK - zapisa.

Ce pa poleg prepovedi dveh zaporednih enk vedno zahtevamo Se, da se mora beseda koncati
z 10, se pravi, da Fibonaccijevega Stevila F; = 1 sploh ne uporabljamo, dobimo enoli¢nost pri
Fibonaccijevem zapisu naravnih Stevil.

Izrek (Zeckendorf). Vsako naravno Stevilo lahko na en sam nacin izrazimo kot vsoto neza-
porednih Fibonaccijevih Stevil F,, n > 2.

Tako notacijo imenujemo Zeckendorfova notacija ali na kratko Z-notacija (glej stolpec 1
v tabeli 5). V njej so Fibonaccijeve kocke z 0 na zadnjem mestu (sode kocke). Preostanek
Fibonaccijevih kock pa ima na zadnjem mestu 1 (lihe kocke) in kodira zaporedje (y,,) (stolpec
2). V tretjem stolpcu so sode kocke z 1 na predzadnjem mestu, pri katerih je zadnja 0
spremenjena v 1, tako za se notacija kon¢a z 11. Taka notacija kodira zaporedje (z,). Podobno
razvrstimo tudi druge binarne Fibonaccijeve besede v nadaljnje stolpce.

| n Yn Tn
0 | 0
1] 10 1
2 | 100 11
3 | 1000 101 110
4 | 1010 1001 111
5 | 10000 1011 1100
6 | 10010 10001 1110 1101
7 | 10100 10011 1111
8 | 100000 10101 10110 11000
9 | 100010 100001 11001 10111 11010
10 | 100100 100011 11011 11100
11 | 101000 100101 100110 11101 11110
12 | 101010 101001 100111 11111
| s e e
Tabela 5
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6.2. Fibonaccijev predhodnik in naslednik naravnega Stevila. Iz Zeckendorfove
reprezentacije naravnih stevil dobimo FK-notacijo za ponavljajo¢e zaporedje naravnih Stevil
pn, preprosto tako, da odstranimo zadnjo ni¢lo. Refemo, da smo Stevilu poiskali njegovega
Fibonaccijevega predhodnika. Ostanejo ravno vse Fibonaccijeve kocke.

Iz Zeckendorfove notacije lahko dobimo t.i. komplementarno Zeckendorffovo ali Z' - no-
tacijo naravnih Stevil preprosto tako, da izberemo pri tistih naravnih stevilih, ki imajo dva FK
- zapisa, alternativno Fibonaccijevo kocko. Oglejmo si Se enkrat tabelo 3. Izhajajo¢ iz notacije
7! naravnih Stevil vsakemu zapisu zapored dodajajmo po eno ni¢lo. Dobimo zaporedoma iz
zaporedja n zaporedja Yy, T, in t,. (ée bi zaceli z reprezentacijo Z, pa bi najprej dobili
zaporedje y, — 1: (0), 2, 3, 5, 7, 8, 10, ..., nato pa zaporedje =, —2: (0), 3, 5, 8, 11, 13, 16, ...)
Vidimo, da je stevilo n’, ki ga dobimo iz §tevila n z dodatkom ni¢le v dani notaciji, odvisno od
tega, kako smo prvotno Stevilo n zapisali. V primeru, ko je Stevilo n zapisano v Zeckendorfovi
notaciji, re¢emo, da je dobljeno stevilo n’ Fibonaccijev naslednik zacetnega Stevila m. Npr.
vecje Stevilo v varnem paru je vedno Fibonaccijev naslednik manjsega Stevila.

Oglejmo si Se en primer naslednikov, tabelo 4 (dvojno Wythoffovo zaporedje). Prvi stolpec
je vsota obeh stolpcev pred navpi¢no ¢rto, wgl) = y, +n — 1, drugi stolpec je Fibonaccijev
naslednik prvega, tretji naslednik drugega itd.

6.3. Vzorci v Fibonaccijevi binarni notaciji. Notacija ima zanimive kombinatori¢ne
lastnosti. Posebej to velja za Fibonaccijeve kocke in Se posebej za Z - notacijo. Oglejmo si
nekaj zgledov.

(a) Po dogovoru se vsaka Fibonaccijeva kocka za¢ne z 1 (tj. nicel pred prvo enko ne pisemo).
Nenicelne Fibonaccijeve kocke razvrstimo v skupine glede na njihovo dolZzino: v prvi skupini
je 1, v drugi 10, v tretji 100 in 101, v ¢etrti 1000, 1001 in 1010, itd. Opazimo, da je v n-ti
skupini ravno F;, Fibonaccijevih kock. Tudi le pri nenic¢elnih sodih Fibonaccijevih kockah, ki
dolocajo Z-reprezentacijo, opazimo enako: v prvi skupini je le 10, v drugi 100, v tretji 1000
in 1010, itd., splosno, v n-ti skupini natanko F}, kock.

(b) Zapisimo zaporedje naravnih Stevil v Zeckendorfovi predstavitvi drugega pod drugim
upoStevajo¢ mestne vrednosti. Predzadnji stolpec v Zeckendorfovi reprezentaciji (ali zadnji
stolpec v zaporedju vseh Fibonaccijevih kock, ki kodirajo zaporedje (p,) naravnih Stevil s
ponavljanjem, dobimo iz Fibonaccijevega zaporedja (f,,) tako, da v 010110101101101011010...
vsako 1 nadomestimo z 10. Predpredzadnji stolpec v Z-notaciji (ali predzadnji v FK-notaciji)
dobimo, ¢e v (f,,) vsako 1 nadomestimo z 100, vsako 0 pa z 00, itd. Podobno velja za prejsnje
stolpce.

(c) Stevilo enk v Zeckendorfovem zapisu Stevila n sledi zaporedju 1112122122231
2223233 ... Poskupinahjetol| 12| 122| 12223| 12223233 ... Bralec naj
sam ugotovi, kaksno je pravilo.

(d) Koliko Fibonaccijevih zapisov ima posamezno naravno Stevilo? Zan = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,
9,10,... dobimo po vrsti 12233343454 ... Ali obstaja preprosta formula?

(e) Katere Fibonaccijeve kocke so palindromi (tj. simetri¢ne besede, ki se berejo naprej in
nazaj enako)? O¢itno so to lahko le lihe kocke, toda katere so to?
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7. Fibonaccijeve ¢etverke

Zapisimo zaporedje naravnih Stevil v obi¢ajnem dvojiskem sistemu, torej 0 = 0, 1 = 1,
2 =10, 3 = 11, 4 = 100, ... Tako dobimo vse variacije s ponavljanjem dveh simbolov, 0 in
1, najprej na enem mestu, nato na dveh mestih, na treh mestih, stirih, petih itd. Zdaj pa
enke tolmacimo, ne kot koeficiente pri ustrezni potenci Stevila 2, ampak kot koeficiente pri
ustreznem Fibonaccijevem S$tevilu. Vrednosti tako dobljenih binarnih Fibonaccijevih besed
sestavljajo Se eno zanimivo nihajoce in ponavljajoce se zaporedje naravnih Stevil:

011223343445566756677889899101011 1112 ..

7.1. Cetverke. Strukturo tega zaporedja najlazje spoznamo, Ge ga zapiSemo v obliki
skupin s Stirimi elementi, tj. s Cetverkami. Obenem zapiSimo Se binarne Fibonaccijeve besede.

Binarna Fibonac. notacija Vrednost Zapor.
00 01 10 11 0101 (Yn) ()
0 1 10 11 0112 0 (1) 1 2]
100 101 110 111 2334 2 (3 —
1000 1001 1010 1011 3445 3 (4 4 [5]
1100 1101 1110 1111 56 67 - - = —
10000 10001 10010 10011 56 67 5 (6) 6 [7]
10100 10101 10110 10111 7889 7 8 - —
11000 11001 11010 11011 8 9 910 — - = —
11100 11101 11110 11111 10 11 11 12 — - - —
100000 100001 100010 100011 8 9 910 8 (9 9 [10]
100100 100101 100110 100111 1011 11 12 10 (11) - —
101000 101001 101010 101011 11121213 11 (12) 12 [13]
101100 101101 101110 101111 1314 14 15 — - = —
110000 110001 110010 110011 1314 14 15 — - = —
110100 110101 110110 110111 1516 16 17 — - = —
111000 111001 111010 111011 1617 17 18 — - = —
111100 111101 111110 111111 1819 19 20 — - - —
1000000 1000001 1000010 1000011 13 14 14 15 13 (14) 14 [15]
1000100 1000101 1000110 1000111 1516 16 17 15 (16) — —
1001000 1001001 1001010 1001011 16 17 17 18 16 (17) 17 [1§]
1001100 1001101 1001110 1001111 181919 20 — - = —
1010000 1010001 1010010 1010011 18 19 19 20 18 (19) 19 [20]
1010100 1010101 1010110 1010111 20 21 21 22 20 (21) - —

1011000 1011001 1011010 1011011 21 2222 23 — - = —
1011100 1011101 1011110 1011111 23 24 24 25 — - - —
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Binarna Fibonac. mnotacija Vrednost Zapor.
1100000 1100001 1100010 1100011 21 22 22 23 — - - =
1100100 1100101 1100110 1100111 23 24 24 25 — - - =
1101000 1101001 1101010 1101011 24 25 25 26 — - - =
1101100 1101101 1101110 1101111 26 27 27 28 — - - =

1110000 1110001 1110010 1100011 26 27 27 28 — - = -
1110100 1110101 1110110 1110111 28 29 29 30 - - - -
1111000 1111001 1111010 1111011 29 30 30 31 — - - -
1111100 1111101 1111110 1111111 31 32 32 33 - - = -

10000000 10000001 10000010 10000011 21 22 22 23 21 (22) 22 [23]
10000100 10000101 10000110 10000111 23 24 24 25 23 (24) - —
10001000 10001001 10001010 10001011 24 25 25 26 24 (25) 25 [26]

10001100 10001101 10001110 10001111 26 27 27 28 — - - —

Tabela 6

Stevila, zapisana v zadnjih $tirih stolpcih, imajo poseben pomen. Brez oklepajev smo
zapisali vsako naravno Stevilo na mestu, kjer je v prvi polovici tabele njegova Zeckendorfova
notacija. Skupaj s Stevili v okroglem oklepaju tvorijo ponavljajoce zaporedje naravnih Stevil
(pn). Vsak ¢len predstavlja vrednost istolezne Fibonaccijeve kocke. Zaporedje v okroglem
oklepaju je spodnje Wythoffovo zaporedje (y,), v oglatem oklepaju pa je zgornje Wythoffovo
zaporedje (z,). Vsa Stevila brez oklepajev in v obeh vrstah oklepajev skupaj kodirajo dvakrat
$teto zaporedje naravnih $tevil. To so binarne besede iz prvih treh stolpcev tabele 5. Crtica
je na mestu, kjer nastopi kaksna druga¢na binarna beseda (ve¢ enk skupaj, vendar ne le na
zadnjih dveh mestih).

V drugi vrstici so najprej kon¢nice besed (zadnji dve mesti), nato razlike med njihovimi
vrednostmi. Navzdol tecejo razlike kot 0 2 1 2 (znotraj posamezne ¢etverke) in kot 0 5 3 5
(med skupinami ¢etverk).

Zanimivo je opazovati strukturo celotnega zaporedja binarnih besed (ali zgolj njihovih
Cetverk) v skupinah po 1, 2, 4, 8, ... V ni¢ti skupini je ena beseda (0) z vrednostjo Fy = 0,
v prvi tudi ena (1) z vrednostjo F; = 1, v drugi sta dve besedi (10,11) dolzine 2 z vrednos-
tma Fy» = 1 in 2, v tretji so $tiri besede (100, 101, 110, 111) dolZine 3 z zafetno vrednostjo
F3 = 2 itd. V n-ti skupini je torej 2! besed dolzine n z zacetno vrednostjo F,,. V vsaki novi
skupini se v bistvu ponovijo vse dotedanje besede, le na njihovem zacetku se pojavi 1 (prej si
lahko mislimo, da je bila 0). Njihova vrednost pa je vsota zacetne vrednosti v skupini F), in
"istolezne"prejsnje vrednosti. Vidimo, da sta dvojiski in Fibonaccijev sistem med seboj lepo
usklajena.

7.2. Crkovna koda. V zvezi s Getverkami binarnih besed omenimo kot zanimivost e
gensko kodo v RNK (oziroma DNK). Vsako besedo iz tabele 6 preberimo v parih (dve zaporedni
binarni Stevki skupaj). Ce ima beseda liho dolZino, si pred prvo enko mislimo zapisano liho
Stevilo nicel, pri besedah sode dolZine pa sodo tevilo ni¢el. Hkrati se dogovorimo npr. Se za
naslednje oznake: G = 00, U = 01, A = 10 in C = 11. Potem lahko vseh 64 besed v prvih
16 vrsticah zapiSsemo v obliki kodonov, sestavljenih iz trojic é¢rk G, U, A in C. Tu si lahko

16



mislimo, da pomeni G gvanin, U uracil (v DNK je nameso U ¢rka T - timin), A adenin in C
citozin. Crke G, U, A in C sestavljajo bazo, iz katere lahko sestavimo 43 = 64 kodonov. Vsak
kodon pa kodira eno izmed dvajsetih aminokislin, iz katerih so sintetizirani proteini, ali pa
znak za ustavitev sinteze (STOP). Razli¢ni kodoni lahko pomenijo isto aminokislino, zanimivo
pa je, da se ista aminokislina pogosto pojavi v isti vrstici, v€asih v vseh $tirih besedah, v¢asih
v dveh (je tudi nekaj izjem).

Prvih 64 besed (16 vrstic) tabele 6 torej predstavlja gensko kodo, ki jo, zapisano s ¢rkami,
prikazuje tabela 7. V prvem stolpcu so uradne oznake za aminokisline (glicin, valin, gluta-
mat, aspartat, alanin, triptofan, cistein, leucin, fenilalanin, tirozin, serin, arginin, metionin,
izoleucin, lizin, asparagin, treonin, glutamin, histidin in prolin).

Aminokislina G U A C
Gly GG GGG GGU GGA GGC
Val GU GUG GUU GUA GUC
Glu, Asp GA GAG GAU GAA GAC
Ala GC GCG GCU GCA GccC

Trp,STOP,Cys UG UGG UGU UGA UGC

Leu, Phe U UUG UUU UUA UUC
STOP, Tyr UA UAG UAU UAA UAC
Ser e UCG UCU UCA UCC
Arg, Ser AG AGG AGU AGA AGC
Met, Ile AU AUG AUU AUA AUC
Lys, Asn AA AAG AAU AAA AAC
Thr AC ACG ACU ACA ACC
Arg cG CGG CGU CGA cCaGcC
Leu cU cCUG CUU CUA cCcucC
Gln, His CA CAG CAU CAA CAC
Pro cc CcCCG CCcu ccA ccco
Tabela 7
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