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Namen seminarja

Podati preprost model o rasti Stevila moskih potomcev iz
generacije v generacijo. MoSki so obi¢ajno nosilci priimkov,
zato model pove, kakSne so moznosti za izginotje priimka
oziroma izumrtje dane moske linije.

@ Pricakovano Stevilo oseb v n-ti generaciji
@ Lastnosti rodovne funkcije in verjetnost izumrtja

@ Limitno vedenje rekurzivhega zaporedija in
Watsonov paradoks

@ Zgodovinske opombe
@ Zgledi



Rodovno drevo

Predpostavimo : en oCe, nekaj moskih potomceyv, nekaj sinov v
drugi generaciji itd. Ena linija se nadaljuje iz generacije v

generacijo.
/XXO\:I
‘ 1. generacija }( 2) % ‘ Xl =3
‘ 2. generacija ?{ })\ ;:( o % ‘ XZ =35
‘ 3. generacija d \O d \O b ‘ )(3 =1

Slika: ZaCetne generacije



Verjetnostni model oce-sin

Diskretna slu ¢ajna spremenljivka :

s ( 0 1 2 .. N >
"\ Po P1 P2 - PN
pk = P(S =k) > 0: verjetnost, da ima ocCe k sinov

(k =0,1,2,...,N, N zelo veliko Stevilo ali N = )
Veljapo+p1+pz2+...+pn=1.

Porazdelitveni zakon : npr. Poissonov ali geometrijski (N = ),
ni pomemben.

Pric¢akovano Stevilo sinov  (povpre Cje): r =E(S)



n-ta generacija

Xn slu€ajna spremenljivka, ki Steje, koliko moskih Zivi v n-ti
generaciji (n > 0)

Predpostavke :

(@) Xo =1, linjja izvira iz enega praoceta
(b) Vsak moski ima lahko 0,1,2,...,N sinov, neodvisno od
drugih
(c) Verjetnosti py, da ima moski k otrok, se ohranjajo
ne glede na generacijo (homogenost linije)



Model za n-to generacijo

Model:

Xn
Xn+1281+82+...+SXn = ZSi, n>o,
i=1

kjer so S1,S,, ..., med seboj neodvisne slucajne spremenljivke,
ki so porazdeljene enako kot spremenljivka S.

Npr. Xo=1, X1 =5, X =S +S>+... +Sx1 itd.



Ena ali vec linij

Ena linija (pogoj Xo = 1):
Verjetnost, da je v n-ti generaciji j moskih potomcev:

P(Xn=]) =P(Xn=][Xo=1)
Vec linij (pogoj Xo = k):
P(Xn =]|Xo =k), kjer je k > 1.

Slednje pomeni verjetnost, da je v n-ti generaciji j moskih
potomcey, Ce jih je bilo na zacetku k.



Pricakovano Stevilo potomcev v n-ti generaciji

Za eno linijo: r, = E(Xp) = E(Xp|Xp =1)

Za k zacetnih linij: E (X,|Xo = k) =KE(Xp)
(aditivnost matemati¢nega upanja)

Npr.ro =1, =E(X1) =E(S)=r, E(X1|Xo =k) =kr, ...

Posledica : r, =r"

Hitro vidimo direktno.



PriCakovano Stevilo potomcev - drugace

Po definiciji matematiCnega upanja dobimo rekurzijo (za n > 1):

E(Xn) = ZjOO:OjP(Xn =j)=

Z?:szoko oPXn_1 =K)P(Xn =j[Xn_1 =k) =
Sk—0PXno1=K) 3Z0iP(Xn =][Xn-1 =k) =

Zokozo (Xn 1= ) (Xn|xn 1—k):

k0P Xn-1=K)E(X1[Xo =k) =
Sk—oPXn_1=Kk)kr =13} okP(Xn_1 =K) =TE(Xn-1)

oziroma rekurzijo

fh="r-Th_1.

Od tod:
rh=r"



Kdaj linija izumre?

Dogodki :

(Xn = 0) linija izumre do n-te generacije

(Xn # 0) linija se ohrani vsaj do n-te
generacije (vsota obeh je gotov dogodek)

(Xn =0)K = (Xp =0)-...- (X, = 0) (n-krat) vse linije
izumrejo do n-te generacije, ¢e imamo na zacetku
k neodvisnih linij



Verjetnosti izumrtja

Verjetnosti :

Verjetnost, da linija izumre do n-te generacije:
On =P (Xn=0)
Npr. o =P (Xo=0)=01inq; =P (X; =0) =po itd.

Verjetnost, da do n-te generacije izumre K linij:

P (Xn =0[Xo =k) =P ((Xn =0)¥) = P (X, = 0)* = gX

(neodvisnost linij!)



Rekurzija za verjetnost izumrtja linije

Za eno linijo in za n > 1 sklepamo po formuli za polno
verjetnost:

N
P(Xnt1=0)= % P(Xy=Kk)P(Xn11 =0[Xy =k) =
K=o
N
S P(Xs = K)P (Xn = O[Xo = k)
K=o

Torej

N
Oni1= Y Pkdn
k=0



Rodovna funkcija

Definicija : f(x) = 3h_o pkx¥

Lastnosti :

() f(0)=po>0,f(1)=po+p1+..+Pn=1,
(i) f'(x) = R_ kpkxk~t > 0zax >0,

(iii) /(0) = py, F'(1) = Th_s kpie =T,

(iv) f(x) = SR_,k(k —1)pkxk~2 > 0zax > 0.

Zaradi vseh teh lastnosti funkcija f naras€a in je konveksna, za
vsak x € [0,1] pa velja

Po <f(x)<1,ps <f'(x)<r



Rekurzivno zaporedje

Zaporedie (gn) je doloCeno z za€etnim ¢lenom go =0 in
rekurzivno formulo

Ont+1 =f(an), n>0.

Ker je f naras€ajoCa pozitivna funkcija, je zaporedje
naraScajoCe. Navzgor je omejeno z 1. Potem je konvergentno
in konvergira k najmanjSi negibni tocki g < 1 funkcije f, tj. tocki
g, ki zadoS¢a enachi q =f(q). Velja torej limn_Qqn =4.

Tu pomeni:

q verjetnost izumrtja,
1—q verjetnost prezivetja.



Limitno vedenje

Trije primeri (glej sliko):

@r<1: r"\,0,g=1.

Edina negibna tocka funkcije f je enaka 1.

(b)r=1: r"=1zavsakn,q=1.

To je po svoje presenetljivo, celo protislovno.

©r>21r" oo, gn—q<1.

Funkcija f ima dve negibni tocki, poleg 1 Se q < 1.
@) Q) ”

r<l1 1
g=1 1 1 1

»
q

Py Dy Py

0 1 x O 1 [€3)

(@ 1w

q
(©)

Slika: Grafi razli¢nih primerov



Pogojna verjetnost

Opazujmo dogodke v n-ti generaciji samo pri pogoju, da se
linija do takrat ohrani.

Pogojna verjetnost :
P(Xn = k‘xn # 0) = P((Xn = k)(Xn # 0))/P(Xn # 0) =
P(Xn=k)/P(Xn #0),
Cejek>1,in0,¢Cejek =0.
Torejjezak >1

P (Xn =k) =P (Xn # 0)P (Xn = k|Xn #0)



Pogojno matemati¢no upanje

Matemati ¢no upanje :

00

E (Xn) = % kP(Xn =k) =P(Xn #0) 5 kP (Xn =KX #0)
k=0 k=1

oziroma
E(Xn) =P (Xn # 0)E(Xn|Xn # 0)

Tu je E (X,|Xn # 0) pogojno matematic¢no upanje slucajne
spremenljivke X, pri pogoju, da linija prezivi do n-te generacije,
torej povprecno Stevilo sinov za moske, ki sploh imajo sinove.



Pogojno povprecje po domace

X spremenljivka z vrednostmo X1, X2, ..., Xm,Xm+1, ---, Xn, Mmed
katerimi je (prvih) m od nic¢ razli€nih, ostale pa so enake nic.

Povprecje med od ni€ razli€nimi vrednostmi:

— X
X — 1+Xo+ ... +Xm
m

Celotno povprecje:

B X1+ X2+ ... +Xp . X1 +Xo+ ... +Xm
n

X|

m Xq1-+Xo—+...+Xm
n n

m
Oziroma

E(X) =P (X £0)E(X|X #0)



Pogojno pricakovano Stevilo potomcev

Spomnimo se, daje E(X,) =1, =r".

Pricakovana moc n-te generacije pri pogoju, da linija prezivi
vsaj do nje:

V posebnem primeru prir =1 imamo torej

E(Xn’Xn 7'&0) :1/P(Xn 7’50)



Watsonov paradoks

Zaradig, — g =1 velja
PXn#0)=1-P(Xn=0)=1-0a—0
Cejer =1, velja tudi

E(Xn|Xn #0) =1/P(Xn #0) —

Watsonov paradoks:

Verjetnost, da linija traja vsaj do n, je zaradi P (X, # 0) — 0 pri
velikem n zelo majhna. Ce pa se to vseeno zgodi, je
pricakovano Stevilo ¢lanov n-te generacije zaradi

E (Xn|Xn # 0) — o zelo veliko.



Zgled 1: Majhno Stevilo priimkov

Dejansko lahko zlasti v manjSih in izoliranih skupnostih, npr. v
gorskih vaseh, pogosto opazimo, da je pri priblizno enakem
Stevilu pripadnikov vsake generacije veliko ljudi z enakim
priimkom, razliénih priimkov pa je razmeroma malo, kar je v
skladu z Watsonovim paradoksom. Da se o tem prepriCamo,
zadoScCa obisk lokalnega pokopaliS¢a in bezen pregled priimkov
na nagrobnikih.



Zgodovinske opombe

Henry William Watson (1827-1903) je na pobudo
Francisa Galtona (1822-1911) podal prvo zadovoljivo reSitev
problema, zakaj in kako izginjajo angleski aristokratski priimki.

Njun skupni €lanek o verjetnosti izumiranja druzin

On the probability of extinction of families,

Journal of the Anthrop. Institute of Great Britain, vol. 4 (1874),
138-144, se Steje za zacetek teorije ti. razvejitvenih
stohasticnih procesov (Galton-Watsonovih procesov).

V poznih dvajsetih in tridesetih letih 20. stoletja so njuno delo
dopolnili drugi (R. Fisher, J.B.S. Haldane, A.K. Erlang in J.F.
Steffensen).

Ime razvejitveni procesi sta sicer vpeljala Sele A.N. Kolmogorov
in N.A. Dmitrijev leta 1947.



Galton

Francis Galton (1822-1911): angleski znanstvenik, geograf,
meteorolog, izumitelj, (pred)genetik, eksperimentalni psiholog,
antropolog in statistik.

Raziskoval JZ Afriko 1850-52, poimenoval pojav anticiklona,
uvajal kvantitativno analizo, psihometri¢no testiranje, prouceval
dednost razlicnih sposobnosti, opravil pionirsko delo pri uvedbi
anket in podrobnih vprasalnikov, uvedel statisticne pojme:
standardna deviacija, korelacija in regresija, dosegel, da so
uvedli metodo prstnih odtisov za identifikacijo, znan kot
zagovornik evgenike (skoval ime), ustanovil Galtonov laboratory
1904 (prvi profesor Karl Pearson do 1933, drugi Ronald Fisher
do 1943), skupaj s Pearsonom revijo Biometrika (1901).



Erlang

Danski matematik in inZenir Agner Krarup Erlang (1878-1929)
je imel zanimivo lastno izkusnjo z izginevanjem priimkov. Po
materini strani je bil priimek Krarup Ze v njegovi mladosti zelo
redek in tik pred tem, da izumre.

Erlang se je uveljavil s svojim modelom iz teorije mnozi¢ne
streZzbe. Ima tudi svojo verjetnostno porazdelitev. Ukvarjal se je
predvsem s telefonskimi centralami in telefonskim prometom.
Po njem se imenuje enota erlang za intenzivnost telefonskega
prometa.



Zgled 2: MnozZicna strezba

V teoriji mnozic¢ne strezbe (strezniki in stranke, ki slu¢ajno
prihajajo do streznikov) pogosto nastajajo vrste ¢akajoCih. Za
zunanjega opazovalca so ¢akajocCi nasledniki ('sinovi’) stranke,
ki je na vrsti. Ko zmanjka strank, blagajni¢arka zapre blagajno
in zaCne Steti denar, linija "izumre’.

O vedeniju vrste odlo€a r, povprecno Stevilo novih strank, ki
pridejo, medtem ko se eni streze. Ce je r < 1, bo vrsta nekog (v
limiti) prazna. Ce je r > 1, obstaja pozitivha verjetnost, da se to
ne bo zgodilo. Ce paje r = 1, je malo verjetno, da bi se vrsta
dolgo obdrZala, toda Ce se to zgodi, je v njej veliko Cakajocih.

Nauk: zaradi Watsonovega paradoksa ni dobro, da je r blizu 1.
Sistem ne sme delovati blizu svoje optimalne zmogljivosti.



Zgled 3: Stare civilizacije

Znano je npr., da obstaja na Kitajskem okrog 200
najpogostejSih priimkov, ki pokrivajo priblizno 96% celotne
populacije. V resnici samo tri priimke nosi okrog 20%
populacije (okrog 300 milijonov ljudi!). Ti trije priimki so (po
rangiranju iz leta 2006) Li, Wang in Zhang. Po pogostosti
sledijo priimki Zhao, Chen, Yang, Wu, Liu, Huang in Zhou. Teh
deset prvih priimkov pokriva okrog 40% populacije.

Se bolj drasti¢no se to vidi pri Korejcih :
Vsega skupaj imajo okrog 250 priimkov in samo trije najbolj
pogosti (Kim, Lee, Park) pokrivajo kar 45% populacije.



Zgled 4: Nove civilizacije

V nasprotju s tem je na Nizozemskem npr. okrog 68.000
razli€nih priimkov z vsega skupaj ve¢ kot 100.000 variantami.
Zaceli so jih uporabljati Sele po napoleonskih vojnah.
Najpogostejsi trije nizozemski priimki so De Jong, Jansen in De
Vries, vendar je njihov skupni delez med vsemi samo 1.44%.

Se bolj ekstremen primer je Tajska, kjer je razliénih priimkov
skoraj toliko kot druzin. Uporabljajo jih Sele od leta 1920, oblasti
zahtevajo, da ima vsaka druZina svoj priimek, poleg tega ljudje
svoje priimke, ne glede na poroke, menjavajo zelo pogosto,
zato je njihov sistem priimkov zelo kompliciran. V vzorcu vec kot
45.000 pregledanih ljudi so npr. odkrili 81% unikatnih priimkov.



Zgled 5: Slovenija

Konec leta 2008 je bilo v Sloveniji 90.294 razlicnih priimkov
(85% redkih, tj. pod 5%, 68% unikatnih)

Trije najpogostejSi priimki:

Novak 11.298 (12,5% = 1/8), Horvat 9.934, Kovacic 5.665
Sledijo:

Krajnc 5.661, Zupanci¢ 5.044, Kovac 4.791, Potoc¢nik 4.759,

Mlakar 4.000, Vidmar, Kos, Golob, Turk, BoZi¢, Kralj, Zupan, ...

Uvedba priimkov v 11. stoletju v BeneSki republiki,
v 13. stoletju na Trzaskem, v 15. stoletju v osrednji Sloveniji



Zgled 6: Mitohondrijska Eva

Z modernimi raziskavami mitohondrijske DNK, ki se prenaSa
samo z matere na hcer, lahko danes genetiki sledijo bioloSki
liniji daleC v preteklost. Ugotovili so, da je pred manj kot deset
tiso€ generacijami (tj. od 150.000 do 200.000 leti) Zivela
zenska, pramati, iz katere izhajajo vse danes zive€e osebe
Zenskega spola na svetu (mitohondrijska Eva). To ne pomeni,
da takrat ni bilo na svetu drugih Zensk, ampak da so vse druge
Zenske linije do danes izumrle.

V tem Casu je celotna CloveSka populacija menda obsegala
nekaj tiso€¢ posameznikov, ki so mnogo generacij ziveli priblizno
na istem obmogju brez velikih tevil&nih sprememb. Cez &as so
razli€ne linije izumrle; ostal je le en tip mitohondrijske DNK (ena
linija), ki jo podedujemo Se danes. Kot vemo, je CloveSka vrsta
danes zelo Stevilna (okrog sedem milijard prebivalcev).



Zgled 7: Y-kromosomski Adam

Podobno so z analizo DNK na moskem kromosomu Y, ki se
podeduje le z oCeta na sina, nasli t.i. Y-kromosomskega
Adama, praoceta vseh danes zive€ih moskih. Zanimivo, da ni
Zivel istoCasno z mitohondrijsko Evo, ampak priblizno 100.000
let kasneje.

Najmlajsi (tj. najpozneje ziveci) skupni prastarsi, se pravi
skupni par prednikov, iz katerih izvira (po moski ali po Zenski
liniji) vsak izmed nas, pa naj bi Ziveli pred priblizno 5000 leti.



Zgled 8: Ostalo

Pojav izumiranja linij je dokaj sploSen; lahko ga opazimo
vsepovsod, npr. tudi pri prenaSanju informacij, Sirjenju govoric,
nekaterih bolezni, pri genetskih spremembah v populaciji itd.

Teoreti€ni fizik Leo Szilard (ki je sodeloval pri projektu
Manhattan) je konec tridestih let 20. stoletja kot model za
izracun kriticne mase prostih nevtronov pri kontrolirani verizni
reakciji cepitve jeder uporabil ravno Galton-Watsonov model.



Korner

@ T. Kdrner, The Pleasure of Counting, Cambridge University
Press, Cambridge 1988.

Vsebina : Snow in kolera v Londonu 1854, bitka za konvoje v
Atlantiku med prvo in drugo svetovno vojno, odkritje radarja,
Richardsonov model vojne, prava velikost Zivih bitij, teorija
relativnosti (Lorentz in Einstein), Stevilski sistemi in algoritmi,
izumiranje linij in mitohondrijska Eva, kombinatori¢ni problem
maksimalnega pretoka: problem nacrtovanja Zeleznic (Ford in
Fulkerson), uvedba gregorijanskega koledarja v Angliji, Alan
Turing in zlom nemske kode Enigma, problem trgovskega
potnika.



Wade

Za podrobnejSe podatke v zvezi z mitohondrijsko Evo in
Y-kromosomskim Adamom glej:

Internet (Google),

za SirSi pogled na sodobne genetsko podprte teorije 0 razvoju
Clovestva pa:

[@ Nickolas Wade, Before the Down: Recovering the Lost
History of Our Ancestors, Penguin, 2007.

Knjiga poljudno opisuje najnovejSa dognanja v zvezi s
prazgodovinskim razvojem Clovestva: od izhoda iz Afrike,
naselitve Azije in Evrope, izginotja Neandertalcev, pojava
jezika, udomacitve Zivali, nastanka ras, do prehoda v
zgodovinsko dobo.



