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Klasi&ni problem

Edouard Lucas: pokrov originalne igre iz leta 1883
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Legenda

@ 64 zlatih diskov.
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Legenda

64 zlatih diskov.

3 diamantne igle.

Naloga: Prestavi vse diske z ene igle na drugo iglo; upostevaj
boZansko pravilo (angl. divine rule).

Ko bo naloga opravljena, bo konec sveta.

Optimalna resitev enoli¢na in zahteva 2%* — 1 potez.
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64 zlatih diskov.

3 diamantne igle.

Naloga: Prestavi vse diske z ene igle na drugo iglo; upostevaj
boZansko pravilo (angl. divine rule).

Ko bo naloga opravljena, bo konec sveta.
264

Optimalna resitev enoli¢na in zahteva
264 _ 1 = 18446744073709551615.

— 1 potez.
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Klasi&ni problem

Legenda

64 zlatih diskov.

3 diamantne igle.

Naloga: Prestavi vse diske z ene igle na drugo iglo; upostevaj
boZansko pravilo (angl. divine rule).

Ko bo naloga opravljena, bo konec sveta.

Optimalna regitev enolina in zahteva 264
264 _ 1 = 18446744073709551615.

Poteza/sekundo: 5.849424173 - 10! let = 585 milijard let.

— 1 potez.
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Klasi&ni problem

Mathematikum GieBen - “riZ na Sahovnici”
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Klasi&ni problem

Mathematikum GieBen - “The Tower of lonah”
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Klasi&ni problem

Rekurzivna resitev

Procedure ToH(n, i, )
Parameter n: $tevilo diskov
Parameter i: izvorni nosilec
Parameter j: ciljni nosilec
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Rekurzivna resitev

Procedure ToH(n, i, )
Parameter n: Stevilo diskov
Parameter i: izvorni nosilec
Parameter j: ciljni nosilec
ten#0ini#j potem
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Oliveova resitev

Procedure Olive(n, i, )
Parameter n, i, j: $tevilo diskov, izvorni nosilec, ciljni nosilec
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Klasi&ni problem

Oliveova resitev

Procedure Olive(n, i, )
Parameter n, i, j: $tevilo diskov, izvorni nosilec, ciljni nosilec
¢e n lih potem
premakni disk 1 z nosilca i na nosilec j
sicer
premakni disk 1 z nosilca i na nosilec 3 — /i —j
konec ¢e
zapomni si smer gibanja diska 1
dokler niso vsi diski na nosilcu j
naredi legalen premik diska razli¢nega od 1
naredi premik diska 1 cikli¢no v pravi smeri
konec dokler

Razli¢ice igre Hanojski stolp



Klasi&ni problem

Hanojski grafi

Problem lahko na naraven na&in modeliramo z grafi. Formalno:
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Klasi&ni problem

Hanojski grafi

Problem lahko na naraven na&in modeliramo z grafi. Formalno:

@ Regularno stanje: s =s,...s1 € {0,1,2}", s; je nosilec, na
katerem je disk i

e Hj: vozlita regularna stanja: V(HY) ={0,1,2}".

@ Povezave: iz stanja v stanje s premikom enega diska:
E(H) = {{siB—i )" si(3—i-))?"} s €{0,1,2}"7} .
o |V(Hf)| =3"

o |[E(Hp)| = 3(3" - 1).
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Klasi&ni problem

Hanojski grafi - nadaljevanje
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Klasi&ni problem

Hanojski grafi - nadaljevanje
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Inakice problema

Kaj je inadica igre Hanojskega stolpa?

@ Nosilce razlikujemo med seboj.
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Inakice problema

Kaj je inadica igre Hanojskega stolpa?

Nosilce razlikujemo med seboj.

Diske razlikujemo ned seboj.

Diski so ves &as na nosilcih, razen ko jih premikamo.
Lahko premaknemo le disk (diske) z vrha kupa.

Naloga: Za podano zaletno porazdelitev diskov in podano
kon&no porazdelitev diskov pois¢i najkrajSe zaporedje
premikov, ki ob danih pravilih preoblikuje zadetno porazdelitev
v kon&no porazdelitev.
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Inakice problema

Se vedno veliko (“neskon&no”) moZnosti

@ Lahko imamo poljubno $tevilo nosilcev.
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boZansko pravilo.
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Inakice problema

Se vedno veliko (“neskon&no”) moZnosti

@ Lahko imamo poljubno $tevilo nosilcev.

@ Nosilce lahko razlikujemo tudi po njihovi visini, torej glede na
Stevilo diskov, ki jih lahko nosijo.

@ Diske lahko razlikujemo po velikosti in/ali barvi.

@ Lahko dopudtamo dolo¢ena neregularna stanja (glede na
klasi¢na pravila).

@ Lahko premaknemo ve¢ kot en disk hkrati.

@ Lahko imamo dodatne omejitve za premikanje, ali pa tudi
ohlapnejsa pravila premikanja; slednja lahko tudi krsijo
boZansko pravilo.

@ In, seveda, poljubne kombinacije nastetega.
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Inakice problema

Vet kot trije nosilci

e Povsem ista naloga, le da imamo &tiri nosilce (ali vet).
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Vet kot trije nosilci

e Povsem ista naloga, le da imamo &tiri nosilce (ali vet).

@ Doloti optimalno Stevilo potez! Problem iz American
Mathematical Monthy, 1939.

@ Frame-Stewartov algoritem, 1941.

@ Preverjeno do n = 30 (Korf, 2008).
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Inakice problema

Vet kot trije nosilci

Povsem ista naloga, le da imamo &tiri nosilce (ali veg).

Doloti optimalno 3tevilo potez! Problem iz American
Mathematical Monthy, 1939.

Frame-Stewartov algoritem, 1941.
Preverjeno do n = 30 (Korf, 2008).

Katera naloga je najbolj zahtevna? Fenomen n = 15, 20!
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Inakice problema

Vet kot trije nosilci - H3
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Inakice problema

Vet kot trije nosilci - Hj

7N
Yan

Razli¢ice igre Hanojski stolp



Inakice problema

Lucasova inadica iz leta 1889

Razli¢ice igre Hanojski stolp

16 diskov paroma razli¢nih velikosti.

Naloga: spraviti diske na prazni nosilec.

Optimalna resitev 63 premikov (ratunalnik).

2. inatica: Stirje stolpi s po Stirimi diski urejeni po velikosti.
Optimalna resitev sedaj 54 premikov (ratunalnik).



Inakice problema

Antwerpenski stolp

3 stolpi, 3 X n identi¢nih diskov—razen v barvi.

Vsak nosilec lahko nosi poljubno Stevilo diskov.

Obitajno boZansko pravilo, enaka velikost dovoljena.

Naloga: stanje s permutiranimi stolpi.

Izrek: optimalna reSitev zahteva 3 - 2"2 — 8n — 10 premikov.
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Inakice problema

Crno-beli stolp

4 stolpi, 2 x n identi¢nih diskov—razen v barvi.

Vsak nosilec lahko nosi poljubno Stevilo diskov.

Obit¢ajno boZansko pravilo z dodatkom, da ne smemo dati
diska na disk iste velikosti.

Naloga: zamenjati beli in &rni stolp.

Izrek: optimalna reditev zahteva 3 - 271 — 1 premikov.
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Inakice problema

Londonski stolp

@ 3 stolpi, ki lahko nosijo 1, 2, ali 3 “diske”.

e 3 “diski”, ki se razlikujejo v barvi.

@ Naloga: iz podanega stanja dosedi ciljno stanje z minimalnim
Stevilom potez.

o Graf stanj 36 vozli¥¢, po 12 stopnje 2, 3 in 4.

o \
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Inakice problema

Londonski stolp - graf stanj L
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Inakice problema

Londonski stolp - hamiltonova pot v L

N/
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Inakice problema

Londonski stolp - ponovno L
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Inakice problema

Londonski stolp - posplogitev L7 (L3,)
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Inakice problema

Hanojski stolp z usmerjenimi premiki diskov

@ Klasi¢ni problem: 3 stolpi, n diskov.
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@ Klasi¢ni problem: 3 stolpi, n diskov.

@ Dodatek: prepovemo premike med urejenimi pari izbranih
nosilcev.
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Hanojski stolp z usmerjenimi premiki diskov

@ Klasi¢ni problem: 3 stolpi, n diskov.

@ Dodatek: prepovemo premike med urejenimi pari izbranih
nosilcev.

o Naloga: iz popolnega stanja v drugo polno stanje z
minimalnim $tevilom potez.
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Inakice problema

Hanojski stolp z usmerjenimi premiki diskov

@ Klasi¢ni problem: 3 stolpi, n diskov.

@ Dodatek: prepovemo premike med urejenimi pari izbranih
nosilcev.

o Naloga: iz popolnega stanja v drugo polno stanje z
minimalnim $tevilom potez.

@ Niso vse naloge enake, niso vse resljive.
@ Problem je natanéno dolocen z ustreznim digrafom D.
o Kratka oznaka problema: TH(D).
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Inakice problema

Hanojski stolp z usmerjenimi premiki diskov - nadaljevanje

TH(D) je resljiv, &e za vsako izbiro zaletnega nosilca in kon&nega
nosilca in za poljubno Stevilo diskov obstaja zaporedje legalnih
potez, ki resi problem.
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TH(D) je resljiv, &e za vsako izbiro zaletnega nosilca in kon&nega
nosilca in za poljubno Stevilo diskov obstaja zaporedje legalnih
potez, ki resi problem.

Linearni TH je resljiv. Graf stanj je pot na 3" vozlis¢ih med
popolnim stanjem na nosilcu 0 in popolnim stanjem na nosilcu 2.
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Inakice problema

Hanojski stolp z usmerjenimi premiki diskov - nadaljevanje

TH(D) je resljiv, &e za vsako izbiro zaletnega nosilca in kon&nega
nosilca in za poljubno Stevilo diskov obstaja zaporedje legalnih
potez, ki resi problem.

Linearni TH je resljiv. Graf stanj je pot na 3" vozlis¢ih med
popolnim stanjem na nosilcu 0 in popolnim stanjem na nosilcu 2.

Digraf D je krepko povezan, &e za vsaki vozlis¢i u, v € V(D)
obstaja usmerjena pot iz u v v in usmerjena pot iz v v u.

Razli¢ice igre Hanojski stolp



Inakice problema

Hanojski stolp z usmerjenimi premiki diskov - nadaljevanje

TH(D) je resljiv, &e za vsako izbiro zaletnega nosilca in kon&nega
nosilca in za poljubno Stevilo diskov obstaja zaporedje legalnih
potez, ki resi problem.

Linearni TH je resljiv. Graf stanj je pot na 3" vozlis¢ih med
popolnim stanjem na nosilcu 0 in popolnim stanjem na nosilcu 2.

Digraf D je krepko povezan, &e za vsaki vozlis¢i u, v € V(D)
obstaja usmerjena pot iz u v v in usmerjena pot iz v v u.

Naj bo D digraf z vsaj tremi vozlis¢i. Tedaj je TH(D) resljiv
natanko tedaj, ko je D krepko povezan.

Razli¢ice igre Hanojski stolp
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Krepko povezani digrafi na treh vozlis¢ih
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Dodatne naloge

@ Kako nadaljevati iz zapu¥¢enega stanja?
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Dodatne naloge

Razli¢ice igre Hanojski stolp

Kako nadaljevati iz zapustenega stanja?
Kako ugotoviti, ali smo na optimalni poti?
Kako priti iz poljubnega stanja v popolno stanje?

Kako priti iz poljubnega stanja v drugo poljubno stanje?
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Dodatne naloge

Razli¢ice igre Hanojski stolp

Kako nadaljevati iz zapustenega stanja?

Kako ugotoviti, ali smo na optimalni poti?

Kako priti iz poljubnega stanja v popolno stanje?

Kako priti iz poljubnega stanja v drugo poljubno stanje?

Kako ugotoviti, ali se disk n premakne 1x ali 2x?
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Dodatne naloge
o
o
o
o
o
o

Razli¢ice igre Hanojski stolp

Kako nadaljevati iz zapustenega stanja?

Kako ugotoviti, ali smo na optimalni poti?

Kako priti iz poljubnega stanja v popolno stanje?

Kako priti iz poljubnega stanja v drugo poljubno stanje?
Kako ugotoviti, ali se disk n premakne 1x ali 2x?

Kako priti iz neregularnega stanja v popolno stanje?



Vet o klasiéni nalogi

Zaporedja brez ponavljanj

Zaporedje a = a1, ap, ..., ap je brez ponavljanj, &e ne vsebuje
podzaporedja
i+1, di+2;5 - - -5 di+2m

tako da je
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Zaporedja brez ponavljanj

Zaporedje a = a1, ap, ..., ap je brez ponavljanj, &e ne vsebuje
podzaporedja
i+1, di+2;5 - - -5 di+2m
tako da je
ajyj = Aitj+m, J=1,...,m.
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Vet o klasiéni nalogi

Zaporedja brez ponavljanj

Zaporedje a = a1, ap, ..., ap je brez ponavljanj, &e ne vsebuje
podzaporedja
i+1, di+2;5 - - -5 di+2m
tako da je
ajyj = Aitj+m, J=1,...,m.

Tako podzaporedje se imenuje kvadrat, saj ga lahko zapisemo v
obliki xx. Zaporedje a se zato imenuje tudi brez kvadrata.

Razli¢ice igre Hanojski stolp
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1
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Primeri

©1,21,31,23,1,2,1
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©1,21,31,23,1,2,1
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Primeri

©1,21,31,23,1,2,1
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e 1,2, 3,
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1
©1,21][312][3 121
01,2 3,456, ...
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0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
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1,23 45,6, ...
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
e 1,2,
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
1,21,
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
1,213,
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
121,31,
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
1,211,312,
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Primeri

0 1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

©1,21][312][3 121

1,23 45,6, ...

@ Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s pozresnim algoritmom:
©1,2,1,31,21,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3, 1,21, 4,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1,2,[3, 1, 2,1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,31,2,1,4,1,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1,2,[3, 1, 2,1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1, 2,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1,2,[3, 1, 2,1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2, 1,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2, 1, 3,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2, 1,3, 1,

Razli¢ice igre Hanojski stolp



Vet o klasiéni nalogi

Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3, 1, 2,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3, 1,2, 1,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3,1,2,1, 5,
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Primeri

1,2,1,3,1,2,3,1,2,1

1,2,1,03,1, 2,3 1, 2,]1

1,2,3,4,5,6, ...

Pois¢imo zaporedje brez ponavljanj s poZreSnim algoritmom:
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3,1,2,1,5,1, ...

Razli¢ice igre Hanojski stolp
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Premiki 4 diskov
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Premiki 4 diskov
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Premiki 4 diskov

12131214121




Premiki 4 diskov

=1 &

121312141213




Premiki 4 diskov

B N

1213121412131




Premiki 4 diskov

1 1 2

12131214121312




Premiki 4 diskov

1 1 =

121312141213121
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Premiki 4 diskov - ponovno

Zakodirajmo premike takole:

@ Premik z nosilca 1 na nosilec 2: a
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@ Premik z nosilca 1 na nosilec 2: a
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@ Premik z nosilca 1 na nosilec 2: a
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Premiki 4 diskov - ponovno

Zakodirajmo premike takole:

Premik z nosilca 1 na nosilec 2:

° a
@ Premik z nosilca 2 na nosilec 3: b
@ Premik z nosilca 3 na nosilec 1: ¢
° a

Premik z nosilca 2 na nosilec 1: a
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Premiki 4 diskov - ponovno

Zakodirajmo premike takole:

@ Premik z nosilca 1 na nosilec 2: a
Premik z nosilca 2 na nosilec 3: b
Premik z nosilca 3 na nosilec 1: ¢

°
°
@ Premik z nosilca 2 na nosilec 1:
°

ol I

Premik z nosilca 3 na nosilec 2:
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Premiki 4 diskov - ponovno

Zakodirajmo premike takole:

@ Premik z nosilca 1 na nosilec 2: a
Premik z nosilca 2 na nosilec 3: b
c

Premik z nosilca 3 na nosilec 1:

Premik z nosilca 3 na nosilec 2:

°
°
@ Premik z nosilca 2 na nosilec 1:
°
°

(911N« o 31}

Premik z nosilca 1 na nosilec 3:
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6 simbolov zado%¢a

Izrek (Allouche, Astoorian, Randall, Shallit, 1994)
ToH zaporedje

je brez ponavljanj.
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Imamo pa Se vel

Opazujmo
(a,c,b),(a,c,b),(a,c,b),(3,c,b),(a,c,b),..
Obstaja samo 5 tipov takih trojic:

(a,c,b) (a,c,b) (3a,c,b) (a,c,b) (3¢, b).
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Imamo pa Se vel

Opazujmo
(a,c,b),(a,c,b),(a,c,b),(3,c,b),(a,c,b),...
Obstaja samo 5 tipov takih trojic:

(a,c,b) (a,c,b) (3a,c,b) (a,c,b) (3¢, b).

Odtod dobimo:
Izrek (Hinz, 1996)

ToH porodi zaporedje brez ponavljanj s petimi simboli.

Razli¢ice igre Hanojski stolp



Hvala za pozornost!




	Klasicni problem
	Inacice problema
	Vec o klasicni nalogi

