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1 Urejenost
Kaj imajo skupnega spodnji primeri?
1. 0<1in1 < 10%.
2. Sestricni imata skupnega starega oceta.

3. Planeti nasega osonc¢ja urejeni po oddaljenosti od Sonca so: Merkus,
Venera, Zemlja, Mars, Jupiter, Saturn, Uran, Neptun.

4. Nobena od mnozic {1,2,4} in {2, 3, 5} ni podmnozica druge, sta pa obe
vsebovani v mnozici {1,2,3,4,5}.

V vseh stirih primerih imamo opravka z urejanjem oziroma urejenostjo.
Ce nam je v vsakdanjem zivljenju blizja stroga urejenost (ne vkljucuje enako-
sti), imamo v matematiki praviloma raje ne-strogo urejenost (vkljucuje tudi
enakost).

Pravimo, da je relacija < na mnozici X relacija delne urejenosti, e
zadosca naslednjim lastnostim:

Refleksivnost: Za vsak z € X velja z < z.

Tranzitivnost: Za poljubne z,y,2z € X velja, da iz x < y in y < z sledi
T < z.

Antisimetri¢nost: Za poljubna z,y € X iz x <y iny <z sledi x = y.

Kadar je < relacija delne urejenosti na mnozici X, pravimo, da je mnozica
X delno urejena, oziroma da je par (X, <) delna urejenost.
Oglejmo si nekaj zgledov delno urejenih mnozic.



Zgledi 1. 1. Hitro se lahko prepricamo, da je mnozica N delno urejena z
relacijo <. Podobno je tudi mnozica R delno urejena z relacijo <.

2. Naj bo X poljubna mnozica. Tedaj je njena poten¢na mnozica
P(X) ={A[AC X}
delno urejena z relacijo vsebovanosti C.

3. Mnozica N je delno urejena tudi z relacijo deljivosti |, ki je podana s
predpisom:
mn< IreNn=r-m.

Naj bosta z in y elementa mnozice X, ki je delno urejena z relacijo <.
Pravimo, da y pokriva x, ce velja x < y, obenem pa za poljuben z € X iz
xr < zsledi z =z ali 2z =y. Kon¢ni delno urejeni mnozici lahko priredimo
Hassejev diagram, tako da element y, ki pokriva element x, nariSemo nad x
ter ju povezemo s povezavo.

Zgled 2. Naj bo A = {1,2,3}. Videli smo, da je potentna mnozica P(A)
delno urejena z relacijo vsebovanosti. Pripadajoci Hassejev diagram je:

{1,2,3}
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{1,2} {1,3} {2,3}

o >

{1} {T} {3}
0

Vaja 3. Pokazi, da je mnozica A = {1,2,...,20} delno urejena z relacijo
deljivosti, in narisi Hassejev diagram za to relacijo. Kako lahko iz Hassejevega
diagrama te relacije od¢itamo prastevila? Kako preberemo delitelje danega
stevila? Kaj pa njegove veckratnike?



2 Mreze

Naj bo < relacija delne urejenosti na mnozici M in naj bosta x,y € M.
Pravimo, da je u spodnja meja elementov x in y, ¢e velja u < x in u < y.
Ce med vsemi spodnjimi mejami elementov z in y obstaja najve¢ja spodnja
meja, jo imenujemo natancéna spodnja meja in oznacimo z inf(x, y). Podobno,
pravimo, da je v zgornja meja elementov x in y, ¢e velja x < v in y < v.
Ce med vsemi zgornjimi mejami elementov z in y obstaja namanjsa zgornja
meja, jo imenujemo natanéna zgornja meja in oznacimo s sup(zx,y).

Mnozica M, ki je z relacijo < delno urejena, je mreza, ¢e za poljubna ele-
menta x,y € M obstajata v M tako njuna natan¢na spodnja meja inf(x,y)
kot tudi njuna natanéna zgornja meja sup(z,y). V mrezi M sta tako defini-
rani operaciji:

r Ay =inf(x,y), x Vy =sup(z,y).

Zgledi 4. 1. Naj bo A poljubna mnozica. Tedaj je (P(A), C) mreza. V
tej mrezi sta operaciji podani z:

XNY =XnNY, XVY=XUY.

2. Mnozica N je mreza za relacijo deljivosti |. V tej mrezi velja:
mAn= D(m,n), mVn=uv(m,n),

kjer smo z D(m,n) oznacili najvecji skupni delitelj stevil m in n, z
v(m,n) pa njun najmanjsi skupni veckratnik.

3. Poglejmo si mnozico L(R?) vseh vektorskih podprostorov prostora R3.

Mnozica L(R?) vsebuje:
e cel prostor R3;
e ravnine skozi izhodisce;
e premice skozi izhodisce,
e izhodisce (kot eno-elementno mnozico).

Mnozica L(R?) je delno urejena z relacijo vsebovanosti mnozic C in je
mreza. Za P, Q € L(R?) velja:

PANQ=PNQ, Pv@Q=L(PQ),



kjer je L(P, Q) najmanjsi vektorski podprostor v R3, ki vsebuje P in
Q. CestaIl, ¥ € L(R?) dve razli¢ni ravnini skozi izhodisce, tedaj velja

IIAY =p, vy =R3
kjer je p premica, ki je presek ravnin II in X.
Velja naslednja trditev:

Trditev 5. Naj bo M mreza. Tedaj operaciji A in V zado$cata naslednjim
lastnostim:

Komutativnost: tAy=yAxinzVy=yVzx.

Asociativnost: (xAy)Az=xA(yAz)in(zVy)Vz=xV(yVz).
Idempotentnost: xt Az =x inzVr=ux.

Absorbcija: zV (x Ay) =z inzA(zVy) =z

Nekatere mreze zadoscajo Se drugim aksiomom. Pravimo, da je mreza M
distributivna, ¢e za poljubne x,y, z € M velja:

zA(yVz)=(xAy)V(zAz2)
in
zV(yAz)=(xVy AxVz).
Zgledi 6. 1. Mreza (P(A), C) je vedno distributivna.
2. Tudi mreza (N, |) je distributivna.

3. Mreza M3 je podana s spodnjim Hassejevim diagramom:

I\
N/

Prepricajmo se, da mreza M3 ni distributivna. Velja namrec:
(anb)Ve=0Ve=c,

toda
(aVe)AN(bVe)=1A1=1.



4. Mreza Nj je podana s spodnjim Hassejevim diagramom:

P
\0/”

Tudi mreza Nj ni distributivna, saj velja:

(uVo)Aw=1ANw=w,

toda
(uAw)V(vAw)=0Vov=nr.

Izrek 7 (Dedekindov izrek). Mreza je distributivna natanko tedaj, kadar ne
vsebuje podmreze oblike M3 ali Ns.

Posledica 8. Mreza L(R?) iz 2gleda 4.3 ni distributivna.

Dokaz. Naj bodo p,q,r tri razlicne premice skozi izhodisce, ki lezijo na
skupni ravnini >. Podmreza, ki jo dolocajo, ima enako obliko kot mreza M3:

SN
N

Iz Dedekindovega izreka zato sledi, da mreza L(R?) ni distributivna.

Naj bo (M, <) mreza. Pravimo, da je m € M najmanjsi element, ce za
vsak © € M velja m < x. Podobno pravimo, da je g € M najvecji element,
¢e za vsak x € M velja x < g. Mreza je omejena, e vsebuje najmanjsi
element (ki ga praviloma ozna¢imo z 0) in najvecji element (ki ga praviloma
ozna¢imo z 1). Vsaka kon¢na mreza je omejena. V omejeni mrezi lahko
definiramo pojem komplementa: Element z’ je komplement elementa x, ¢e
velja:

r ANz =0, xVa =1.



Pravimo, da je element x komplementiran, ¢e ima komplement. V distribu-
tivni mrezi ima vsak element kvec¢jemu en komplement. Booleova algebra je
omejena distributivna mreza, v kateri je vsak element komplementiran.

Zgled 9. Naj bo A poljubna mnozica. Tedaj je P(A) Booleova algebra, v
kateri je () najmanjsi, A pa najvecji element. Za X € P(A) velja

X' =A\X.

Dejansko so vse kon¢ne Booleove algebre pravzaprav taksne oblike kot v
zgledu 9. Velja namre¢ naslednji izrek:

Izrek 10 (Stoneov izrek). Vsaka konéna Booleova algebra je izomorfna Boo-
leovi algebri P(A) za neko koncéno mnozico A.

Posledica 11. Naj bo B koncna Booleova algebra. Tedaj je njena moc enaka
2" za neko naravno Stevilo n.
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