(Linearne) diferencne enache
in geometrijsko zaporedje

Metode:

e Ugani in dokazi z indukcijo
e Karakteristicne enacbe
e Matrike

e Rodovne funkcije

. Ugani formulo in jo dokazi z indukcijo:

a

1+ 4a2

(a) Zaporedje ay, as, .. je podano z a; = 1in a,,1 = zan > 1. Izracunaj

tak najmanjsi k, da je a; < 1072,
(b) apy1 = Ta, — 10a,_1, ap =2 1in a3 =7
(¢) apy1 = —ay +6a,-1,a; =1inay =5
. Karakteristi¢na enacba

Kot vidimo je lahko ugibanje precej neuspesno. Ali obstaja recept za resevanje takih
(linearnih) enacb? Odgovor je pritrdilen. Odgovor je podan v izreku:

Izrek: Naj bo a,.1 = ba, + ca,_1, pri ¢emer sta vrednosti a; in ay podani. Ndalje,
naj bosta x; in xy resitvi naslednje (karakteristicne) enacbe

2> —bx—c=0
Potem je splosna resitev te enacbe podana z

e a, = axy + Bzl ¢e je 1 # x4y (torej, ¢e je D #0) in

e a, =zt (an + B) ce je x1 = x5 (torej, ¢e je D = 0)

Dokaz tega izreka lahko naredimo s pomocjo vektorskih prostorov, vendar ga tukaj
izpuscam. Lahko pa ga naredimo s pomocjo matrik, kot bomo naredili na konkre-
tnem primeru v naslednji tocki. Tukaj si raje poglejmo kako bi srednjesolcu razlozili
zakaj ta metoda deluje. Spet to naredimo kar na konkretnem primeru.

Najboa; =1inas =7,zan >3 pajea, ="7a,1— 12a, 5
1. korak
Zapisimo

Upy1 — 4a, = 3(a, —4a,_1)

in postavimo b,, = a,, — 4a,_1 ter dobimo

bn+1 = 3bn



torej je b, geometrijsko zaporedje z by, = 3 in b; = 1. Torej je b, = 3"~ ! oziroma

(pyq1 — 4a, = 3”‘

2. korak

Spet opazimo
Apy1 — 3a, = 4(a, — 3a,-1)

in pisimo ¢, = a, — 3a,_1 pa dobimo
Cnt1 = dey,

torej je sedaj c, geometrijsko zaporedje z ¢ = 4 in ¢; = 1. Torej je ¢, = 47!
oziroma

Apy1 — 3a, = 4"

3. korak

Ce enacbi v okvirékih odstejemo dobimo

a, =4" — 3"

Opomba: Z malce spretnosti lahko to metodo uporabimo tudi na ulomljeno linearnih
diferen¢nih enacbhah kot je naprimer:

S5a, +4

4a, + 5

An+1 =

by, .
zan > 1in a; = 2. Naredimo nastavek a,, = — pa dobimo

bn+1 . E)bn + 4CTL
Cnil  4b, + 5ey,

in tvegamo s pretpostavko

bn+1 = 5bn -+ 4Cn
Cnr1 = 4b, + 5cp

Iz prve enacbe izrazimo ¢, in vstavimo v drugo enac¢bo, dobimo linearno diferen¢no
enacho ...

. Matri¢no resevanje

Vse kar smo povedali v prejsnji tocki, bi lahko naredili tudi z matrikami. Poglejmo
si kar na primeru. Naj bo a; =2 in as = 1 ter

Gpi1 = —ap +6a,1 VYn>1

Dano forulo lahko zapisemo v matri¢ni obliki

()= ) ()



Ce oznaéimo
an, . (-1 6

Un41 = Qvn

ki nas spet spominja na geometrijsko zaporedje. Ocitno je

Up = QnUO

=)= (1)

Ker je potence matrik v splosnem naporno ra¢unati, izra¢unamo Jordanovo matriko
za (). Karakteristicni polinom za @) je

dobimo enacbo
pri Cemer je

p(N) =det(Q—X-I) =X +X—6

Torej ima () lastni vrednosti 2 in —3 in je torej

(5 %)

Ce je P prehodna matrika za Q je torej
v, = PJ"P 1y,
od koder dobimo, da je, za neki stevili « in 5:

a, = a2" + 5(=3)"

. Rodovne funkcije

LDE lahko resujemo tudi s formalnimi vrstami. Tu lahko lepo ponovimo metodo
parcialnih ulomkov in neskonc¢ne geometrijske vrste. Poglejmo si kako delo kar na
primeru. Zaporedje je podano z ag =1, a; =1 in zan > O:

Upio = Apy1 + 2a, (%)
Naj bo
f(af) =ap+ a1x + CL2$2 +..= Zanxn
n=0

+2.

Pomnozimo (x) z z"

Unyot™ % = a1 2™ 2 4 20,22

in ses”tejmo ko n pretece od 0 do oc:

o0

oo oo

2 2 2
g Upppx” 2 = E Ap1 "2+ 5 2a,x""
n=0



Sedaj imamo:
f@) = ap — arw = 2(f(x) — ap) + 22° f(x)
oziroma:
fla) =1 -2 =a(f(z) — 1) +22° f ()

in izrazimo f:

1

1—ax— 222
1
1 —2z)(1+x)
1 1 1
T T3 T4a

1
= -(1+2x+22x2+23m3+...)+§-(1—x+x2—x3+...)

flx) =

~—~

Wl N Wl N

Ce primerjamo sedaj n-ti ¢len v zacetni in dobljeni formuli, vidmo da je

2 1
n:_'2n Z o (=1)"



