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@ nacrtovanje planinske poti
@ konstrukcija ceste preko razgibanega terena
@ nacrtovanje Zeleznice
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Trollstigen - Trolova cesta




ulatjera v Zadniji Trenti
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Nacrtovanje poti

@ uporabimo poti predhodnikov: steze, steCine,...

@ upostevamo znacilnosti terena: doline ob rekah, gorski
prelazi,...

@ direktna pot je obiCajno prestrma, naporna
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Tezave

@ kako dobiti podatke o terenu (viSinske tocke)

@ kako modelirati teren (matematicni in raCunalniski zapis
ploskve)

@ iskanje optimalne krivulje na ploskvi je tezak problem
@ kako opisati krivuljo
@ kako dobiti mrezo primernih krivulj in izbrati optimalno
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Kaj je optimalno?

@ pri vzponu na hrib bi radi porabili najmanj energije ali
najhitreje prisli na vrh

@ cesta ali Zeleznica ne sme imeti prevelikih vzponov

@ ovinki ne smejo biti kratki in ostri (Zeleznica!)

@ cesta/pot se mora izogniti dolo¢enim obmocjem
(neprehoden teren,...)

@ gradnja tunelov in mostov je zelo draga

@ tudi gradnja vkopov in nasipov je draga (problem z
materialom)
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Opis problema

@ Studiramo problem iskanja optimalne poti (na vrh hriba,
med dvema tockama)

iz GPS podatkov bomo skonstruirali primerno ploskev
na ploskvi bomo dobili mreZo poti
poiskali bomo pot, na kateri porabimo najmanj energije

izracunano pot bomo primerijali s potjo v naravi
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Pot ez puscavo - sledimo karavani

@ Beduin umre, in zapusti 35 kamel svojim 3 sinovom
@ 1. sin dobi 1/2 kamel, 2. sin 1/3in 3. sin 1/9
@ kako razdeliti kamele?
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Kamele

@ vpra$ajo za nasvet vaskega ucitelja
@ on razmisli, pripelje svojo kamelo in jo doda k 35.

@ Delitev: 1/2-36 = 18,1/3-36 = 12, 1/9-36 = 4, ostaneta
2

@ ucitelj odpelje svojo kamelo, za nagrado dobi Se eno
@ vsi so zadovoljni
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Dani podatki o terenu

Visinske tocke (x, y, 2):
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Tocke
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lzdelani DOFO25 | ™™
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Oznaka: D2549 il | oabitne

A L’; I~ Oznaka: H2406

@ https://www.e-prostor.gov.si/
@ locljivost 100, 25, 12.5, 5m

15/ 56



Relief Slovenije
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(Vektorski) prostor X je mnozica, opremljena s +, x:

X+yeX, xeX, xyeX,AeR

Primeri:
@ Geometrijski vektorji (R3)
@ prostor zveznih funkcij
@ prostor polinomov
@ prostor polinomov stopnje < 3

a-1+a-x+a-x>+az-x°
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Ponovitev

@ Baza prostora je mnozica ey, €, ..., e, elementov X, ki so
neodvisni in napenjajo X:

X=q«a161 + oo+ ---+aney, o €R, xeX

@ Dimenzija prostora (dim) je enaka Stevilu elementov v bazi.
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Aproksimacija

@ aproksimiraj dano funkcijo z bolj enostavno (npr. Taylorjev
polinom, Fourierova vrsta)

© za dane tocke konstruiraj interpolacijsko krivuljo (ali dobro
aproksimacijsko krivuljo)

Uporaba: numeri¢no racunanje odvoda, numeri¢na integracija,
numeric¢no reSevanje diferencialnih enacb
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Osnovni problemi

@ podatki: toCke, tangente, ...

@ omejitve: interpolacijski pogoji, pogoji gladkosti, . ..
@ obstoj interpolanta in enoli¢nost

@ hiter in stabilen numeri¢ni izracun
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Interpolacija

@ Dane so tocke v ravnini (x;,y;), i =0,1,...,n
@ Poisci polinom, ki gre skozi dane tocke
Primer: (-1, 4), (0, 2), (1, 6), (2, -4)

p(x) =2+ 1 raxe_ 10,
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Obstoj resitve

@ baza {1,x,x%,...,x"}
°
p(x)=ap-1+aix+ax®+ -+ apx"
@ zapiSemo sistem enacb p(x;) =y;, i=0,1,....,n
@ sistem Va =y, kjer je V Vandermondeova matrika, in
detV#0
@ sledi: sistem ima reSitev, ki je enoliCha
@ problem: postopek je pocasen
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Lagrangeova resitev

@ Lagrangeove bazne funkcije L;, i =0,1,...,n
° X — X
Li(x) = !
o Xi — X
J#i

@ velia Li(x;)) =1in Li(x;)) =0,j # i
@ interpolacijski polinom

p(x) =>_ yLi(x)
j=0

@ preprosta in hitra konstrukcija
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Polinomi visoke stopnje in zlepki

@ polinomi prevecC oscilirajo
@ resitev so odsekoma polinomske funkcije - zlepki
‘ R ]

08

06

04

02

24 /| 56



Parametri¢ne krivulje

p(t) = (x(1), (1), z(t))
@ X, Y,z so polinomi stopnje < n
@ pospositev so zlepki

S(t,')ZT,', i=0,1,...,m
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Geometrijska interpolacija

@ s parametriCnim polinomom stopnje n v ravnini lahko
interpoliramo n + 1 tock

°

p(t)=T;, i=0,1,...,n

@ pri neznanih parametrih f; lahko morda interpoliramo 2n
toCk

@ v sploSnem - interpoliramo geometrijske podatke (toCke,
smer tangente, ukrivljenost)

@ krivulja sama izbere parametre

@ posplositev na ploskve
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Zlepek

@ danaje delitevintervalafo < t; < --- < I
@ Zlepek stopnje nin gladkosti r je odsekoma polinomska
funkcija

NS Cr([to, tk]), S|[ti7ti+1] € Pn(R), i=0,1,...,k—1.
@ dimenzija prostora zlepkov S},(A) je enaka

n+1+(k-1)-(n—r)

VA
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Primeri zlepkov

@ interpolacijo s polinomi in zlepki posplosSimo na ploskve

P(X,y) = ar + apx + asy + asx® + asxy + asy’
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Posplositev

@ polinomi
p(X,y) = a + axx + agy + asx® + asxy + agy® +--- + apy”

e dimenzija prostora polinomov M,(R?) je D = ("}?)

@ s polinomom se ne da interpolirati poljubnega Stevila tock,
le vrednosti D

@ veliko Stevilo interpolacijskih tock = zlepki
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Prostor dvodimenzionalnih zlepkov S/ (A)

@ Prostor S/(A) ima kompleksno strukturo.

@ Osnovni problemi: dolocitev dimenzije, konstrukcija baze,
so v sploSnem Se vedno odprti.

@ Dimenzija je odvisna od grafa triangulacije in od pozicij
toCk

@ Posebne lokalne konfiguracije toCk in povezav povzrocijo
spremembo dimenzije Sp(A).

VprasSanje

dim S}(A) =7
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|zjemne triangulacije

Slika: Singularna tocka in
dim Sp(A), n> 3r+2.

Slika: Morgan-Scottova
triangulacija in dim S}(A) =
7 (sim.) ali6 (nesim.).
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Spodnja meja

Izrek (Schumakerjeva spodnja meja za dimenzijo)

o 2 —r4 2 2 2
smsio2 ("52)+("75 7)o ((75%) - (137)) ez

kjer je

UIZZ(r+j+1_jei)+7 i:1,27...,VI,
j=1

E, = stevilo notranjih povezav,
V| = stevilo notranjih tock,
e; = Stevilo povezav z razlicnimi nakloni v notranji tocki v;.
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Primer

Slika: Odsekoma linearna ploskev in kubi¢ni zlepek.
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Prednosti kubicnih zlepkov

@ enostaven opis delov ploskve s polinomi
@ ploskev je bolj gladka kot triangulacija
@ robovi ploskvic so kubicni polinomi

@ dobili smo mrezo krivulj, na kateri bomo iskali optimalno
pot

@ Ce zahtevamo vecjo natan¢nost, ploskev razdelimo

SUBDIVIZUA
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Dobra planinska pot

@ uporablja naravne prehode

@ ni prestrma (nevarnost zdrsa, plezanje)
@ ne izgublja viSine

@ je Cim krajSa

@ strme dele premaga v kljucih (cik-cak)
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Poraba energije

@ funkcija porabe energije na enoto poti povpreénega
pohodnika glede na strmino klanca (poz. del je vzpon,
neg. pa spust)

M(s) := 0.2635 + 1.737 s + 4.237 s — 2.143 5% + 1.493 s*

@ dobljena je iz meritev

@ ni simetricna

@ najmanj energije potrebujemo za spust po poloZznem hribu
@ po strmem hribu je lazje hoditi gor kot dol
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Spremembe smeri

@ Ce je naklon hriba prevelik (15.6° za gor, 12.5° za dol), se
splaca uporabiti hojo v kljucih (cik-cak)

@ pot je daljSa, poraba energije pa manjsSa

@ v [Llobera-Sluckin-zigzagging-2007] so uporabili energijsko

funkcijo
M(tan 6 cosd)

cos d

@ 6 je naklon terena, § pa kot med trenutno smerjo
pohodnika in njegovo smerjo proti cilju

1(9) ==

@ pri nas cik-cak gibanje nastane zaradi uporabe zlepkov in
subdivizije
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Hoja v Kkljugih

W A

Slika: Optimalne poti na ploskvah z razli¢nimi konstantnimi nakloni:
tand = 0.25, 0.3, 0.5.
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Energijski funkcional

@ nasa ploskev nima konstantnega naklona ¢

@ “sesteti” je treba energijo po poti (upostevati dolzino in
naklon)

@ delCek poti je krivulja

r=(r,r,r)’

@ energija E na delu poti d? je
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Energijski funkcional

@ poraba energije na krivulji je

1
E(r) = /0 M(s(t)) | (D) ot.

@ energijo izraCunamo na vsakem delu mreze krivulj
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Dijkstrov algoritem

imamo omrezje poti (V, E) med toCkami, vsaka povezava
e ima ceno we > 0 (cena = energija, dolzina,...)
cena poti je vsota cen vseh povezav na poti
algoritem doloci najcenejSo pot od ene toCke s do vseh
drugih
raziskani del omrezja: mnozica S tock u, za katere smo ze
dologili dolzino najcenejSe poti od toCke s
za vsako tocko v € V — S doloCimo najcenejso pot, ki jo
lahko dobimo tako, da potujemo po raziskanem delu S do
neke toCke u in po povezavi od u do v.
opazujemo koli¢ino

c(v) = min (c(u) + we).

e=uv:
uesS

izberemo tocko v € V — S, za katero je ta koli¢ina
najmanjsa, in dodamo v v mnozico S.
zapomnimo si povezavo uv, na kateri je bil dosezen
minimum
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Smarna gora




Smarna gora

™
P
L3
]
4
=
af

Smartno

cerkvica sv. Jurija

Slika: Smarna gora s priljubljenimi potmi (érno, tanko) in izraGunanimi
potmi (sivo, krepko).
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Poraba energije

] Izhodi$&e | Pot [ Poraba (kJ) | Prihranek (kJ) | Razlika (%) |
(Sez STS.CEShlinjo) ggr)i\r/r? 1:5132 186 .z
(R%rvr?;/'rsdglﬁot) Sptim. 1282 232 15.6
gone el | g
(PartSizn;irstlr(]: pot) (?pr)?rﬁ. 1‘2128 206 141

Tabela: Poraba energije pri vzponu na Smarno goro.
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Optimalne poti

. A . A
'l 'l

] |

Slika: Optimalne poti na grobi mrezi, po enem koraku subdivizije in na
odsekoma linearnem terenu.

45 / 56



Poraba energije

P. energije (kJ)
Start | Groba | Razdeliena | O. linearna

I 1373 1371 1935
Il 1281 1279 1699
1] 1194 1191 1632

Tabela: Poraba energije pri vzponu na Smarno goro na grobi mrezi,
po uporabi subdivizije in na odsekoma linearni ploskvi.
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Poti navzdol
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Smarna gora
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Konstrukcija Zelezniskega tira

@ nagib proge je omejen (izloCimo neustrezne dele)
@ zavoji ne smejo biti ostri (spremenimo iskanje v algoritmu)
@ tuneli?
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Tuneli

@ preveC moznosti za izracun
@ podati je potrebno zacetek, konec in ceno
@ uporabimo prej$niji algoritem
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@ Katarina Gacnik, mag. delo, FMF, 2022

Aquilinia

Ankaran

Spodnje Skofije

N\ Kortina
Sveti Anton >

Marezige

Slika: 1. tir (roza), 2. tir (rdeCe), rezultat (zeleno)
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Elektricni avto

algoritem - voznja po Luni

dano je cestno omrezje

znani sta zacetna in koncna toCka poti

odvisnost od vozila (upor zraka, teza, izgube pri prenosih)
napolnjenost baterije, ¢as polnjenja

temperatura zraka, razmere na cesti

velika poraba energije na avtocestah in pri voznji v klanec

rekuperacija pri voznji navzdol
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Avto na klancu

@ Tadej Megli¢, mag. delo, FMF, 2022

Fl'()ZII, je

gradienta

Slika: Sile na klancu.
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Elektricni avto nad.

@ hitra voznja in krajsSi/daljSi postanki za polnjenje?

@ pocasnejSa voznja?

@ daljSa pot, brez polnjenja?

@ Dijkstrov algoritem na utezenem grafu = Johnsonov
algoritem
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Pot Koper - Maribor z regenerativnim zaviranjem

@ Tadej Megli¢, mag. delo, FMF, 2022

Slika: Optimalna pot KP-MB (oranzno), in MB-KP (rdece).
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