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Stopnja polinoma in njegov graf
Poznamo stopnjo polinoma. @ == Kaj vemo o grafu polinoma?

Kaj vemo o stopnji polinoma? <«— Poznamo graf polinoma.

Katere stopnje sta polinoma na sliki?

https://www.geogebra.org/m/tg7arju4


 https://www.geogebra.org/m/tg7arju4 

Kaj lahko vidimo in kaj je potrebno razumeti?

@ Ugotovili smo: 1z slike grafa polinoma v splodnem tezko sklepamo, kaksna je
njegova stopnja.

Ko slika (brez razumevanja) zavaja...
https://www.geogebra.org/m/fzwgg3ky

hip.nb (https://uc.mf.uni-ij.siimi/arhivpoletin/gradiva/2425/hiperbola_ali_elipsa.gif)

https://www.geogebra.org/m/x84tuyrg (https://www.geogebra.org/m/q4epvnnv)

Graf polinoma «— Stopnja polinoma

@ Kaj torej graf pove o stopnji polinoma in obratno?
@ Ne veliko ... ‘Vec€ krivin grafa’ pomeni ‘vi§jo stopnjo’. ‘Krivine grafa’ nekako lahko

vvvvv

graf polinoma seka neko premico n-krat, potem je vsaj stopnje n.

@ Obratno, iz stopnje polinoma lahko sklepamo zelo malo o ‘krivinah grafa’. V
primeru, da je stopnja polinoma vecja od 1 lahko sklepamo zgol

stopnja je soda = graf ima ‘vsaj en ovinek’

stopnja je liha = graf ima ‘vsaj dva ovinka’

ovinek levo



 https://www.geogebra.org/m/fzwgg3ky
https://uc.fmf.uni-lj.si/mi/arhivpoletih/gradiva/2425/hiperbola_ali_elipsa.gif
 https://www.geogebra.org/m/x84tuyrg
 https://www.geogebra.org/m/q4epvnnv 

Polinomi stopnje 1, 2in 3

@ Polinomi stopnje 1 in 2 (lahko bi jih imenovali ‘srednjeSolski polinomi’) so zelo
‘lepi’ v smislu, da je pri njih stopnja enoli¢no povezana z maksimalnim Stevilom
presecCiS¢ grafa s premico. Velja to tudi za polinome stopnje 3? DA!

@ Polinomi stopnje 3 so Se posebej zanimivi. Kako naj na grafu (poljubnega)
polinoma p(x) stopnje 3 izberemo tocki A(x1,p(x1)) in B(xz, p(X2)), da bo
premica skozi A in B sekala graf polinoma p(x) Se v tretji tocki C(x3,p(x3))?

@ Kakorkoli! (Z uposStevanjem multiplikativnosti/dotikalisc¢a!)

Razmislek potrdi nekoliko mucen a enostaven racun:
Za p(x) = ax® + bx® + cx + d in tocki A(x1, p(x1)), B(x2, p(x2)) dobimo premico

q(x) = plxp) + BLIECD (x — ).

Inza x3 = —g — X1 — Xo izraCunamo p(x3) = q(X3).

Z razumevanjem translacije (xz,p(x2)) — (0, 0), lahko racun poenostavimo v
p(x) = ax® + bx? + cx, togki A(x1, p(x1)), B(0,0), premico g(x) = %:‘)x, in za
X3 = -2 — x; dobimo p(x3) = q(x3) = =(2 + xq)(c + bxy + ax?).

@ Vzemimo poljubna Stevila a, b, ¢ polinom tretje stopnje p(x), kiimav a, b, c
ni¢le. Narisimo tangento ¢ na polinom p(x) v tocki M(2:2, p(2tL)). Kije glede
na tangento ¢ lezi tocka C(c,0)? Je lahko tocka C nad tangento t? Lahko toCka
C lezi na tangenti t? Pod kak$nimi pogoji?

@ Vzemimo poljuben polinom tretje stopnje p(x) in poljubne tri kolinearne tocke
A(a,p(a)), B(b,p(b)) in C(c,p(c)) na grafu p(x). Narid§imo tangento ¢ na
polinom p(x) v tocki M( 252, p(252)). Kje glede na tangento t lezi tocka

C(c,p(c))? Je lahko toCka C nad tangento t? Lahko toc¢ka C leZi na tangenti

t? Pod kak$nimi pogoji?

Tangenta t vselej vsebuje tocko C. Vizualizacija: https://www.geogebra.org/m/bzufkhes

Ce povedano drzi, dobimo enostavno in precej neverjetno posledico:

@ Ce so a, b, c nitle kubiénega polinoma p(x) in ¢e nariSemo tangento na graf
p(x) v tocki M(a , p( a+b)) tangenta vsebuje tocko (c,0). IzkaZe se celo, da
je smerni koef|0|ent te tangente neodvisen od c. Vizualizacija:
https://www.geogebra.org/m/tcqgjrc3



 https://www.geogebra.org/m/bzufkhe4 
 https://www.geogebra.org/m/tcqgjrc3 

Vzemimo funkcijo g(x) z ekstremom v tocki (w, a( W)). Torej g’ (w) = 0. Definirajmo
f(x) =a-g(x)-(x-c),inizraCunajmo
f'(x) =a-g'(x) (x-c) +a-g(x).
Torej
f'(w) =a-g(w).
Premica skozi tocki T(w, f(w)) in C(c,0) ima smerni koeficient

f(lw) a-g(w)-(w-c)
w-c w-c

=a-g(w).

Torej je ta premica tudi tangenta na f(x) v T(w, f(w)) in njen smerni koeficient

f'(w) = ';(/—K"g = - g(w) je neodvisen od c.

Vizualizacija: https://www.geogebra.org/m/h96yxg89
Dokazali smo torej: J

Izrek

Ce velja g’ (w) = 0, potem tangenta na graf funkcije f(x) = a.- g(x) - (x — ¢) v tocki
T(w, f(w)) vsebuje tocko C(c,0) in njen smerni koeficient je neodvisen od c.

Posledica 1

Ce so a, b, ¢ nicle kubiénega polinoma p(x) in ée nari$emo tangento na p(x) v tocki
M( 252, p(2EL)), potem ta tangenta vsebuje tocko (c,0) in njen smerni koeficient je

neodvisen od c. )

Vzamemo kvadratni polinom g(x) = (x —a) - (x —b) in p(x) = a-g(x) - (x —c). Ker
jeg (w)=0zaw = %" po izreku takoj sledi, da tangenta na p(x) v tocki
M(%’,p(%b)) vsebuje tocko (¢, 0) in njen smerni koeficient je neodvisen od ¢ in

jeenak p'(w) = ﬁ’ﬂ/(—f"g.



 https://www.geogebra.org/m/h96yxg89

Posledica 2

Ce premica seka polinom p(x) v tockah A(a, p(a)), B(b, p(b)) in C(c, p(c)),
potem tangenta na graf polinoma p(x) v tocki M( %’ , P( %’ )) vsebuje tocko
C(c,p(c)).

Premico /, ki seka polinom tretje stopnje p(x) v to¢kah A(a, p(a)), B(b, p(b)) and
C(c,p(c)), lahko zapigemo /(x) = p(a) + k(x - a), pri demer je k = Z2)=2@).
Seveda p(a) = I(a), p(b) = I(b) in p(c) = I(c). Definiramo polinom

r(x) = p(x) — I(x). Polinom r(x) ustreza pogojem prejénje posledice in za w = &2

2
veljar(w):%.ToreJ ) = P
p(x)=k+r(x

in smerni koeficient tangente na p(x) v M(w, p(w)) izraéunamo
pP(w) =k+ 0y pIw)

_ k 4+ Pw)—p(a)-k(w-a) _ p(w)-p(a)-k(c-a) _
w-c w-c

p(w)-I(c) _ p(w)—-p(c)

w-c w-cC Y

kar je smerni koeficient premice skozi to¢ki M(w, p(w)) in C(c, p(c)).

Posledica 3

Ce je f(x) poljubna funkcija, tocka C(c, d) poljubna tocka na grafu funkcije f(x)
(torej f(c) = d) in Ce je premica t, ki gre skozi tocko C tangenta na graf f(x) v tocki
T(w, f(w)), potem za funkcijo g(x) = f(x) 9 velja g’(w) = 0.

Ker omenjena tangenta vsebuje tocki C(c, f(c)) in T(w, f(w)), velja
f'(w) = f(W) f(c) in izratunamo

g = Ledtcot

_ I (w)-(w-c)- fw)+d _
g,(W) - (W C)

_ —f(w) 0) (w-c)~f(w)+d
(w-c)?

=0

Zadnja trditev je sama po sebi precej neuporabna. Je pa zanimiva s staliS¢a
razumevanja, saj jo je mogoce videti kot ‘geometrijski nacin iskanja resitev’ enacb
g¢(x) = 0 za druzino funkcij ge(x) = % ReSitve so namreC dotikalis¢a
tangent na graf f(x), ki gredo skozi ustrezne tocke (c, f(c)).

Vizualizacija: https://www.geogebra.org/m/zvkm2gum
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