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Uvod - Spernerjeva lema

V vsaki pravilno pobarvani triangulaciji obstaja liho mnogo trobarvnih trikotnikov.
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Uvod - Spernerjeva lema za daljice

O — 0 — 00—

Na vsaki pravilno pobarvani daljici obstaja liho mnogo daljic z krajis&i razli¢nih barv.
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Uvod - Spernerjeva lema za daljice

O — 0 — 00—

Na vsaki pravilno pobarvani daljici obstaja liho mnogo daljic z krajis&i razli¢nih barv.

Dokaz: Domata naloga :)
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni tocki

Definicija

Totka x € X je negibna toc¢ka preslikave f: X — X, & je f(x) = x J

lzrek (Brouwer, 1912)

Visaka zvezna preslikava f: B" — B" ima negibno tocko. J
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni tocki (primer n = 1)

1

x = f(x)

-1

Preslikava f: B! — B! ima negibno totko.
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni tocki (primer n = 2)
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Prikaz |f(x) — x| za rotacijo okrog (0,0) za 7.
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni tocki (primer n = 2)
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Prikaz |f(x) — x| za zrcaljenje ¢ez izhodi¥&e.
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni tocki (primer n = 2)
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Prikaz |f(x) — x| za zrcaljenje ez x-os.
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni tocki (primer n = 2)
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Prikaz |f(x) — x| za funkcijo s tremi fiksnimi totkami.

Aleksandra Franc (FRI, UL) Spernerjeva lema in Brouwerjev izrek o negibni to¢ki 24. januar 2026



Spernerjeva lema - Formulacija

lzrek (Sperner, 1928)

V vsaki pravilno pobarvani triangulaciji obstaja trobarvni trikotnik.

Barvanje triangulacije je pravilno, e:
e so oglis¢a velikega trikotnika razli¢nih barv in
e je vsako oglis¢e na stranici velikega trikotnika enake barve kot eno od oglis¢ te stranice.

Oglis¢a v notranjosti velikega trikotnika lahko pobarvamo s poljubno barvo.
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Spernerjeva lema - Dokaz

Dokazali bomo mot¢nej$o trditev:

V vsaki pravilno pobarvani triangulaciji obstaja liho mnogo trobarvnih trikotnikov.

Izrek J

Za dano triangulacijo konstruiramo dualni graf:
e vozlis¢a grafa so sredis€a trikotnikov triangulacije,
e dve vozlis¢i sta povezani, &e se pripadajota trikotnika stikata vzdolz @@)-daljice.

Poleg tega dodamo 3e eno vozlis¢e za zunanje obmocje in vse pripadajoe povezave.
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Spernerjeva lema - Dokaz
Opazimo:

e Trobarvnim trikotnikom pripadajo
vozlis¢a stopnje 1.

e Trikotnikom, ki ne vsebujejo oglis¢a
barve @), in trikotnikom, ki ne vsebujejo
oglis¢a barve @), pripadajo vozlis¢a
stopnje 0.

e Trikotnikom, ki ne vsebujejo oglis¢a
barve @), vsebujejo pa oglis¢a barve @
in barve @), pripadajo vozli¥¢a stopnje 2.

o Stevilo @@-daljic na robu velikega
trikotnika dolo¢a stopnjo vozlis¢a, ki
pripada zunanjemu obmodju. Torej je
zunanje vozlis¢e lihe stopnje.
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Spernerjeva lema - Dokaz

Izrek (Lema o rokovanju)

v

Vsota stopenj vozlis¢ grafa je enaka dvakratniku Stevila povezav:

> deg(v) = 2|E|.

vev

Posledica

195

Vozlis¢ lihe stopnje je sodo mnogo.

V nasem dualnem grafu so vozli§€a lihe stopnje
e zunanje vozlis¢e in
e vozlis¢a, ki pripadajo trobarvnim trikotnikom.

Trobarvnih trikotnikov je torej liho mnogo.
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Brouwerjev izrek o negibni toc¢ki - Formulacija

lzrek (Brouwer, n = 2)

Visaka zvezna preslikava f: B2 — B? ima negibno tocko. J

Disk B2 = {(x,y) € R? | x2 + y? < 1} je homeomorfen trikotniku A. Zato bomo dokazali:

Izrek

Visaka zvezna preslikava f: A — A ima negibno tocko. J
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Brouwerjev izrek o negibni toc¢ki - Dokaz

@ V1(17070) @ V2(07 1)0) @ V3(0707 1)

A:{(x,y,z)€R3|x+y+z:1, x,y,z >0}

Poig¢emo triangulacije 7, (n € N), pri katerih konvergirajo
premeri trikotnikov d, proti 0. Primer:
Vs y
g /\ / e \ &
5=2 b = 42 53 = 2

lim v2

n—oo 20

=0

Aleksandra Franc (FRI, UL) Spernerjeva lema in Brouwerjev izrek o negibni to¢ki 24. januar 2026



Brouwerjev izrek o negibni toc¢ki - Dokaz

Oglis¢a v triangulaciji 7, pobarvamo s pomogjo preslikave f: A — A:
e Za v € A s koordinatami v = (x,y,z) veljax+y+z=1.
e Za f(v) € A's koordinatami f(v) = (x',y/,2') velja X' +y' + 2/ = 1.

e Torejza f(v)—v=(X'—x,y —y,z/ — z) velja
X' =x)+ (/' -y)+(Z—2)=0

e Ceso (X' —x), (y) —y)in (2 — z) vsi enaki 0, potem je v fiksna totka preslikave f.
e Sicer pa naj bo i € {1,2,3} indeks najmanj%e negativne koordinate f(v) — v.

e Pobarvamo v z barvo i € {D, @, ®)}.

e To barvanje zados¢a pogojem Spernerjeve leme.
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Brouwerjev izrek o negibni toc¢ki - Dokaz

V vsaki triangulaciji 7, izberemo po en
trobarvni trikotnik. Ozna&imo ogli¥¢a z

@v;, @vi in @v

e Dobimo tri neskoncna zaporedja oglis¢:

{Vr}}neNa {VE}HENv in {VS}HGN‘

e Ker je trikotnik kompakten, ima vsako od
teh treh zaporedij konvergentno
podzaporedje, tj. za neko podmnoZico
triangulacij 7, bodo zgornja zaporedja
konvergirala k totkam v1,v2 v3 € A.

o Kerg, =0, jevi=vi=v3=v.
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Brouwerjev izrek o negibni toc¢ki - Dokaz

e Kam se v preslika s preslikavo f7?

 Najbo v =(x,y,2), f(v) =(x,y,2).
e Ker so oglis¢a v,l, barve @), ima
F(va) = Va
negativno prvo koordinato za vse n.
o Ker je

f(v)—v= lim (f(v,}) - v,}),

n—o0

torej velja, da je x' — x < 0.
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Brouwerjev izrek o negibni toc¢ki - Dokaz

e Analogen argument pokaZze, da je
y'—y<0inz —z<0.

e |z pogoja
(X' =x)+ (/' —y)+(Z—2)=0

sledi, dajex’ —x=0,y —y=0in
Z—-z=0.

e Kerjex=x',y=y' inz=7,je

flv)=v

in je v fiksna totka preslikave f. O
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Uporaba Browerjevega izreka

e Turist se z zemljevidom Ljubljane sprehaja
po Ljubljani. Ko mu zemljevid pade na tla,
’ obstaja lokacija na zemljevidu, ki pristane
natancno na lokaciji, ki jo predstavlja.

e Zvezna preslikava f: B3 — B3 ima ‘ . B
fiksno toc¢ko. Ne glede na to, kako
mo&no premeSamo skodelico kave, bo
po mesSanju vedno obstajala tocka, ki
bo na istem mestu kot pred meSanjem.

llustracije: irasutoya.com
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https://www.irasutoya.com/
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Konec

Hvala za pozornost.

Vprasanja?
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