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Uvod - Spernerjeva lema
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V vsaki pravilno pobarvani triangulaciji obstaja liho mnogo trobarvnih trikotnikov.
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Uvod - Spernerjeva lema za daljice
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Na vsaki pravilno pobarvani daljici obstaja liho mnogo daljic z krajǐsči različnih barv.
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Uvod - Spernerjeva lema za daljice

1 2 1 1 2 1 1 2 2

Na vsaki pravilno pobarvani daljici obstaja liho mnogo daljic z krajǐsči različnih barv.

Dokaz: Domača naloga :)
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni točki

Definicija

Točka x ∈ X je negibna točka preslikave f : X → X, če je f (x) = x.
f(x)

x

Izrek (Brouwer, 1912)

Vsaka zvezna preslikava f : Bn → Bn ima negibno točko.

B1

B2

≈

B2
B2

≈
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni točki (primer n = 1)

x = f (x)

y = f (x)

y = x

0 1−1

1

−1

Preslikava f : B1 → B1 ima negibno točko.
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni točki (primer n = 2)

Prikaz |f (x)− x | za rotacijo okrog (0, 0) za π
2 .
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni točki (primer n = 2)

Prikaz |f (x)− x | za zrcaljenje čez izhodǐsče.
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Uvod - Brouwerjev izrek o negibni točki (primer n = 2)

Prikaz |f (x)− x | za funkcijo s tremi fiksnimi točkami.
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Spernerjeva lema - Formulacija

Izrek (Sperner, 1928)

V vsaki pravilno pobarvani triangulaciji obstaja trobarvni trikotnik.

Barvanje triangulacije je pravilno, če:

• so oglǐsča velikega trikotnika različnih barv in

• je vsako oglǐsče na stranici velikega trikotnika enake barve kot eno od oglǐsč te stranice.

Oglǐsča v notranjosti velikega trikotnika lahko pobarvamo s poljubno barvo.
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Spernerjeva lema - Dokaz

Dokazali bomo močneǰso trditev:

Izrek

V vsaki pravilno pobarvani triangulaciji obstaja liho mnogo trobarvnih trikotnikov.

Za dano triangulacijo konstruiramo dualni graf:

• vozlǐsča grafa so sredǐsča trikotnikov triangulacije,

• dve vozlǐsči sta povezani, če se pripadajoča trikotnika stikata vzdolž 1 2 -daljice.

Poleg tega dodamo še eno vozlǐsče za zunanje območje in vse pripadajoče povezave.
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Spernerjeva lema - Dokaz
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Opazimo:

• Trobarvnim trikotnikom pripadajo
vozlǐsča stopnje 1.

• Trikotnikom, ki ne vsebujejo oglǐsča
barve 1 , in trikotnikom, ki ne vsebujejo
oglǐsča barve 2 , pripadajo vozlǐsča
stopnje 0.

• Trikotnikom, ki ne vsebujejo oglǐsča
barve 3 , vsebujejo pa oglǐsča barve 1

in barve 2 , pripadajo vozlǐsča stopnje 2.

• Število 1 2 -daljic na robu velikega
trikotnika določa stopnjo vozlǐsča, ki
pripada zunanjemu območju. Torej je
zunanje vozlǐsče lihe stopnje.
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Spernerjeva lema - Dokaz

Izrek (Lema o rokovanju)

Vsota stopenj vozlǐsč grafa je enaka dvakratniku števila povezav:∑
v∈V

deg(v) = 2|E |.

Posledica

Vozlǐsč lihe stopnje je sodo mnogo.

V našem dualnem grafu so vozlǐsča lihe stopnje

• zunanje vozlǐsče in

• vozlǐsča, ki pripadajo trobarvnim trikotnikom.

Trobarvnih trikotnikov je torej liho mnogo.
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Brouwerjev izrek o negibni točki - Formulacija

Izrek (Brouwer, n = 2)

Vsaka zvezna preslikava f : B2 → B2 ima negibno točko.

Disk B2 = {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} je homeomorfen trikotniku ∆. Zato bomo dokazali:

Izrek

Vsaka zvezna preslikava f : ∆ → ∆ ima negibno točko.
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Brouwerjev izrek o negibni točki - Dokaz

x

y

z

V1

V2

V3

1 V1(1, 0, 0) 2 V2(0, 1, 0) 3 V3(0, 0, 1)

∆ = {(x , y , z) ∈ R3 | x + y + z = 1, x , y , z ≥ 0}

Poǐsčemo triangulacije Tn (n ∈ N), pri katerih konvergirajo
premeri trikotnikov δn proti 0. Primer:

δ1 =
√
2 δ2 =

√
2
2

δ3 =
√
2

4

lim
n→∞

√
2

2n
= 0
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Brouwerjev izrek o negibni točki - Dokaz

Oglǐsča v triangulaciji Tn pobarvamo s pomočjo preslikave f : ∆ → ∆:

• Za v ∈ ∆ s koordinatami v = (x , y , z) velja x + y + z = 1.

• Za f (v) ∈ ∆ s koordinatami f (v) = (x ′, y ′, z ′) velja x ′ + y ′ + z ′ = 1.

• Torej za f (v)− v = (x ′ − x , y ′ − y , z ′ − z) velja

(x ′ − x) + (y ′ − y) + (z ′ − z) = 0.

• Če so (x ′ − x), (y ′ − y) in (z ′ − z) vsi enaki 0, potem je v fiksna točka preslikave f .

• Sicer pa naj bo i ∈ {1, 2, 3} indeks najmanǰse negativne koordinate f (v)− v .

• Pobarvamo v z barvo i ∈ { 1 , 2 , 3 }.
• To barvanje zadošča pogojem Spernerjeve leme.
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Brouwerjev izrek o negibni točki - Dokaz
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• V vsaki triangulaciji Tn izberemo po en
trobarvni trikotnik. Označimo oglǐsča z

1 v1n , 2 v2n in 3 v3n .

• Dobimo tri neskončna zaporedja oglǐsč:

{v1n}n∈N, {v2n}n∈N, in {v3n}n∈N.

• Ker je trikotnik kompakten, ima vsako od
teh treh zaporedij konvergentno
podzaporedje, tj. za neko podmnožico
triangulacij Tn bodo zgornja zaporedja
konvergirala k točkam v1, v2, v3 ∈ ∆.

• Ker δn → 0, je v1 = v2 = v3 = v .
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Brouwerjev izrek o negibni točki - Dokaz
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• Kam se v preslika s preslikavo f ?

• Naj bo v = (x , y , z), f (v) = (x ′, y ′, z ′).

• Ker so oglǐsča v1n barve 1 , ima

f (v1n )− v1n

negativno prvo koordinato za vse n.

• Ker je

f (v)− v = lim
n→∞

(f (v1n )− v1n ),

torej velja, da je x ′ − x ≤ 0.
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Brouwerjev izrek o negibni točki - Dokaz
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• Analogen argument pokaže, da je
y ′ − y ≤ 0 in z ′ − z ≤ 0.

• Iz pogoja

(x ′ − x) + (y ′ − y) + (z ′ − z) = 0

sledi, da je x ′ − x = 0, y ′ − y = 0 in
z ′ − z = 0.

• Ker je x = x ′, y = y ′ in z = z ′, je

f (v) = v

in je v fiksna točka preslikave f .
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Uporaba Browerjevega izreka

• Zvezna preslikava f : B3 → B3 ima
fiksno točko. Ne glede na to, kako
močno premešamo skodelico kave, bo
po mešanju vedno obstajala točka, ki
bo na istem mestu kot pred mešanjem.

• Turist se z zemljevidom Ljubljane sprehaja
po Ljubljani. Ko mu zemljevid pade na tla,
obstaja lokacija na zemljevidu, ki pristane
natančno na lokaciji, ki jo predstavlja.

Ilustracije: irasutoya.com
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Konec

Hvala za pozornost.

Vprašanja?
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